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ABSTRAK

Graf hutan (forest) merupakan kumpulan dari graf pohon. Graf pohon
didefinisikan sebagai graf terhubung berorde n yang tidak memuat lingkaran dan
dilambangkan dengan T,,. Bentuk forest F' yang merupakan gabungan dari graf
lintasan dengan m titik dan graf bipartit lengkap dengan (1,n) titik sehingga
ditulis F = P, U K; ,. Graf forest yang terbentuk ini, merupakan pelabelan sisi
ajaib super. Dalam tulisan ini, akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super pada
forest F = P, UK, , denganm = 4dann > 1.

Kata Kunci : Forest, Graf pohon, Graf lintasan, Graf bipartit lengkap, Pelabelan
sisi ajaib super
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf merupakan pemberian nilai (label) pada himpunan titik,
himpunana sisi, dan himpunan titik dan sisi. Pelabelan merupakan pemetaan
injektif yang memetakan unsur himpunan titik atau unsur himpunan sisi ke
bilangan asli yang disebut label. Pelabelan titik adalah pelabelan dengan domain
himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan
pelabelan total adalah pelabelan dengan domain gabungan himpunan titik dan

himpunan sisi.

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack pada tahun
1964, Stewart tahun 1966, Kotzig dan Rosa tahun 1970. Dasar teori graf berawal

pada abad ke 18 yang bermula dari masalah jembatan Konigsberg.

Untuk suatu graf G pada titik (p) dan sisi (g), fungsi bijektif
f:V(G)UVE(G) — {1,2,..,p + q} adalah pelabelan sisi ajaib dari G jika
f(u) + f(v) + f(uv) = k adalah konstan, untuk setiap sisi uv € E(G). Konstanta
k disebut sebagai angka ajaib untuk pelabelan tersebut. Pelabelan ini kemudian
diberi nama ulang menjadi pelabelan total sisi-ajaib oleh Wallis dkk (2000) untuk
membedakan dengan konsep pelabelan ajaib lainnya. Khususnya, bila

f(V(G)) = {1,2,...,p} maka f disebut sebagai pelabelan sisi-ajaib super.



Graf hutan (forest) merupakan kumpulan dari graf pohon. Graf pohon
(tree) didefenisikan sebagai graf terhubung berorde »n yang tidak memuat

lingkaran.

Pada tugas akhir ini, Penulis melakukan kajian pelabelan sisi ajaib super
(super edge magic labeling) pada salah satu subkelas forest yang merupakan
gabungan dari graf lintasan P, dan graf bipartit lengkap K,,. Bentuk forest

dengan gabungan graf lintasan dan graf bipartit lengkap ditulis F = P, U K, ;.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, masalah yang akan dibahas dalam
tulisan ini adalah apakah pada suatu forest F = B, U K, , memuat pelabelan sisi

ajaib super.

1.3 Pembatasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan dibatasi untuk menentukan pelabelan sisi

ajaib super pada forest F = P, UK, denganm = 4dann = 1.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk memperlihatkan bahwa

forest F = P, U K, ,,, merupakan pelabelan sisi ajaib super.

1.2 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini secara keseluruhan disajikan dalam empat bab. Bab I
pendahuluan didalamnya tercakup latar belakang, perumusan masalah,
pembatasan masalah, tujuan, dan sistematika penulisan skripsi ini. Konsep dasar

dari teori graf berupa definisi dan terminologi graf, beberapa jenis graf, pelabelan,




beberapa definisi, dan Lemma pendukung yang digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan skripsi ini disajikan pada Bab II sebagai landasan teori. Kemudian,
pembahasan dari permasalahan tersebut akan diuraikan pada Bab III mengenai
pelabelan sisi ajaib super pada forest F = P, UK;, dengan m = 4dann = 1.
Penulisan skripsi ini diakhiri dengan bagian kesimpulan dan saran yang disajikan

pada Bab IV.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa defenisi dan konsep dasar dari teori
graf, serta akan dijelaskan beberapa jenis pelabelan graf yang akan digunakan
pada bab selanjutnya. Kajian diawali dengan pendefinisian graf dan terminologi,

beberapa jenis graf, dan pelabelan.
2.1 Definisi dan Terminologi [3]

Graf G didefinisikan sebagai himpunan pasangan (V, E), ditulis dengan
notasi G = (V,E). V adalah himpunan (tidak kosong) dan E adalah himpunan
pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V' disebut titik
dari G, sedangkan elemen-elemen dari £ disebut sisi dari G. Himpunan titik dari
G dinotasikan dengan V(G) = {vy,V,,...,v,}dan himpunan sisi dari G

dinotasikan dengan E(G) = {ey, ez, ..., en}.

Banyak titik yang ada pada graf G adalah |V (G)|, disebut orde dari G dan
dilambangkan dengan p(G). Sedangkan banyak sisi pada graf G adalah [E(G)|,
disebut size dan dilambangkan dengan q(G). Jika banyak titik adalah v, banyak

sisi adalah e maka dapat ditulis bahwa |V (G)| = v, |[E(G)| = e.
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Gambar 2. 1. 1 llustrasi Sebuah Graf G

Dari Gambar 2.1.1 terlihat bahwa graf G tersebut mempunyai himpunan titik
W(G) = {vi, v2, v3, v4, Vs} dan himpunan sisi E(G) = {e1, e2 e3 e es €5 €7 es}

dengan| M(G)| =5 dan | EG)| =8.

Suatu sisi e disebut loop, jika e = vv untuk suatu v di V(G). Graf G disebut
graf sederhana jika E(G) tidak memuat /oop maupun sisi berganda. Suatu graf G
yang tidak sederhana disebut pseudograph. Untuk selanjutnya, tanpa mengurangi

perumuman,permasalahan dibatasi hanya pada graf sederhana.

Derajat dari titik x di G adalah banyaknya sisi yang terkait dengan titik x,
dinotasikan dengan d(x). Jika d(x) = 0, maka x dikatakan titik terisolasi.
Derajat minimum dari G, dinotasikan dengan §(G), yaitu derajat terkecil dari
titik-titik di G, sedangkan derajat terbesarnya disebut derajat maksimum dari G,

dinotasikan dengan A(G).
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Gambar 2. 1.2 Sebuah Graf dengan orde dan ukurannya

Gambar 2.1.2 adalah sebuah graf yang mempunyai titik-titik vy, v, v3, dan v,.
dengan d(v,) =3dan d(v;) =d(v;) =d(vy) =1. Dengan demikian,

diperoleh §(G) = 1 dan A(G) = 3.

Suatu graf G dikatakan graf terhubung (connected graph) jika untuk
setiap pasang titik u,v € V(G) terdapat suatu lintasan yang menghubungkan u

dan v. Jika tidak demikian, maka G adalah graf tidak terhubung (disconnected

N

(a) (b)

graph).

Gambar 2. 1.3 (a) Graf Terhubung, (b) Graf Tidak Terhubung



2.2 Beberapa Jenis Graf

Graf lingkaran (cycle) adalah graf terhubung yang setiap titiknya
berderajat dua. Graf lingkaran dengan n titik dilambangkan dengan C,. Gambar

2.2.1 merupakan gambar graf lingkaran C, , dengan 3 < n < 6.

VAY, T I 0.

Gambar 2. 2. 1 Graf Lingkaran C,

Graf lengkap (complete graph) adalah graf sederhana yang setiap titiknya
bertetangga ke semua titik lainnya. Graf lengkap dengan n titik dilambangkan
dengan K,,. Setiap titik pada K,, berderajat n — 1. Jumlah sisi pada graf lengkap

yang terdiri dari n buah titik adalah n(n — 1) /2.

ANE

Gambar 2. 2. 2 Graf Lengkap K, K3, K, dan K5

Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari lintasan tunggal dengan » titik
yang memiliki »-/ sisi. Graf lintasan dengan n titik dinotasikan dengan F,,. Pada

gambar 2.2.3 memperlihatkan graf lintasan dengan 2 titik dan 3 titik.

- * L & *

P, Ps

Gambar 2. 2. 3 Graf Lintasan P, dan P;




Graf G dikatakan bipartit jika himpunan titik-titik V (G) dapat dipisah
menjadi dua himpunan V; (G) dan V,(G). Jika setiap pasang titik V; dan V, saling
terhubung, maka graf tersebut dinamakan graf bipartit lengkap. Jika
[Vi] =m dan |V;| =n dengan m titik dan n titik. Graf bipartit lengkap
dinotasikan dengan K, ,,.

Gambar 2.2.4 berikut ini ilustrasi dari sebuah graf bipartit lengkap dengan

m=2dan n=3.

G= Kz'g

Gambar 2.2.4 Graf Bipartit Lengkap K, 3

Graf hutan (forest) merupakan kumpulan dari graf pohon. Graf pohon
(tree) didefenisikan sebagai graf terhubung berorde n yang tidak memuat

lingkaran. Graf pohon dengan » titik dilambangkan dengan 7,,.

Gl Gz G3

Gambar 2.2.5 G, pohon, G, pohon dan G3 bukan pohon



Kumpulan dari graf pohon (free) ini dinamakan dengan graf hutan (foresr).

Berikut ini merupakan beberapa kumpulan tree.

121 7
Vs v v Vg V3.
vy 1% 6
. 4
v
vz ? V2 V2 Vs V7 @ * °
v
3 @ V3 U3 Vg ® Vs
Uy vs
A T T, T,

Gambar 2.2. 6 Graf forest

Pada gambar 2.2.6 terlihat beberapa graf tree dengan Ty,T,,T3,7,.

Sehingga Ty + T, + T3 + T, merupakan graf forest.

2.3 Pelabelan [6]

Pelabelan Graf merupakan pemberian nilai (label) pada himpunan titik,
himpunana sisi, dan himpunan titik dan sisi. Pelabelan merupakan pemetaan
injektif yang memetakan unsur himpunan titik atau unsur himpunan sisi ke
bilangan asli yang disebut label. Jika domain dari pemetaan adalah titik, maka
pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi,
maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi,

maka disebut pelabelan total (total labeling).



2.3.1 Pelabelan Sisi Ajaib Super

Misalkan G adalah suatu graf dengan himpunan titik V' dan sisi £ dengan

banyaknya titik di G adalah p dan banyak sisi di G adalah q.

Definisi 2.3.1 [2]

Pelabelan toral sisi ajaib (edge-magic total labeling) pada graf G adalah

fungsi bijektif f dariV(G) U E(G) pada himpunan

{1,2,3,...,p+q}

sehingga untuk sebarang sisi (uv) di G berlaku

f(u) + f(uv) + f(v) = k , untuk suatu konstanta k. k disebut sebagai bilangan

ajaib pada graf G.

Sebagai contoh, perhatikan graf G berikut dengan V(G) = {v,,v,,v3} dan
E(G) = {vyv,,v,v3,V,v3}. Order G adalah p = 3 dan size G adalah g = 3. Akan

ditunjukkan bahwa graf G adalah total sisi ajaib.

v

Gambar 2.3.1 Graf ¢

Misalkan V(G) = {1, 2,3} dan E(G) = {4,5, 6}. Fungsi f dari V(G) U E(G) adalah

himpunan {1, 2, 3, 4, 5, 6} sebagai berikut:

10
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Gambar 2. 3. 2 Fungsi dari himpunan titik, himpunan sisi dan banyaknya

himpunan titik dan sisi
Diperoleh :

fF) + fnv) +f(r) =1+6+2=9

f)+f(vv3) + f(v3) =1+5+3=9

f)+ flvavy) + f(w3) =2+4+3=9

Maka konstanta ajaib k = 9. Dengan demikian graf G memiliki pelabelan total sisi

ajaib yang dapat digambarkan sebagai berikut :

Gambar 2. 3. 3 Pelabelan Total Sisi Ajaib

11



Definisi 2.3.2 |7]

Pelabelan total sisi ajaib (edge magic total labeling) f pada graf G disebut
pelabelan sisi ajaib super (super magic labeling) jika V(G) dipetakan ke
himpunan {1, 2, ...., p}.

Pelabelan sisi ajaib super adalah suatu bentuk khusus dari pelabelan total
sisi ajaib. Setiap pelabelan sisi ajaib super pasti merupakan pelabelan total sisi
ajaib, tetapi tidak sebaliknya. Graf yang dapat dikenai pelabelan sisi ajaib super

disebut graf sisi ajaib super.

Perhatikan graf G berikut :

Gambar 2. 3. 4 Pelabelan Sisi Ajaib Super

Gambar 2. 3.5 Pelabelan Total Sisi Ajaib

12



Gambar 2.3.4 dan Gambar 2.3.5 di atas merupakan pelabelan total sisi
ajaib. Meskipun demikian, pelabelan pada Gambar 2.3.4 disebut pelabelan sisi
ajaib super, sedangkan pada Gambar 2.3.5 bukan pelabelan sisi ajaib super. Hal
ini karena pada Gambar 2.3.4 himpunan titik dipetakan ke himpunan {1,2,3},

sedangkan pada Gambar 2.3.5 tidak memetakan ke himpunan {1, 2, 3}.

Lemma 2.3.3 [1]

Suatu graf G dengan p titik dan q sisi adalah sisi ajaib super jika dan

hanya jika terdapat fungsi bijektif

f:V(G) - {1,2,3,...p)

sedemikian sehingga S = {f(w) + f(W)luv € E(G)} terdiri dari q bilangan bulat
berturut-turut. Dalam kasus ini, f diperluas menjadi pelabelan sisi-ajaib super

dari G dengan konstanta ajaib k = p + q + s dimana s = min(S)

S={k-(@+1k-—(p+2),..k—(p+q)}

13



BAB 1T

PEMBAHASAN

3.1 Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf Forest F= P, UK, ,

Bab ini menjelaskan hasil utama dari inti bahasan tugas akhir, vaitu bila
diberikan graf lintasan dengan m titik P,, dan graf komplit bipartit dengan n titik
K, ,,. Bentuk dari graf forest F merupakan gabungan dari graf P, dan K, yaitu
F = P, UK;,. Selanjutnya akan disajikan hasil utama dalam bentuk teorema
berikut.

Teorema 3.1 [1]

Untuk setiap dua bilangan bulat m dan n dengan m > 4 dan n > 1, maka

forest F = P, U K, ,, adalah sisi ajaib super.
Bukti :
Misalkan himpunan titik dari forest F adalah
VF)= {w;|1<i<m} U {»;|1<i<n} uUw}
dan himpunan sisi dari forest F adalah

E(F) = {yjuj41]1<i<m-1} U {vw|1<i<n}
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Gambar 3.1.1 Forest F= P, UK, ,

Terdapat empat kasus untuk pelabelan titik f: V(F) = {1,2,...,m + n + 1}, yaitu:

Kasus 1: untuk m =0 (mod 4) untuk suatu

Jika m = 0 (mod 4) berarti m = 4a untuk suatu a bilangan bulat positif..

Kemudian defini

sikan fungsi f sebagai berikut :

:
m+2n+2, e ot
2
m+2n+6, Yikaj=3;
2
n+2il, jikaj:4idan1§i£%;
f(uy) =4 -
m+2n+4i+6 s ; .. .m—4
- jika j=4idanl<i< 2
n+2i+2, jika j=4i+2dan0<i< 2
ﬂiz”—;—’“”, ki di Sl g X8
\

b
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f(v;) =1, jikal<i<n;dan

f(W) —_-Ezzlﬁ

Kasus 2: untuk m =1 (mod 4)

Jika m = 1 (mod 4) berarti, m = 4a + 1, untuk suatu a bilangan bulat positif.

Kemudian definisikan fungsi / sebagai berikut :

n+2i+1, jika j=4i danlsism_l;
iS¢ s et Tika j=di 11 an 0% is 2L
o 2 4
f(uf)—w . P
ne2i+2, Sikn i 015 G O i =
Lm—”-"’;“—'*”., fikon j =408 dhn 0k i < 2>

f(v)) =i, jikal<i<n;dan

f(w)=m+22n+3

Kasus 3: untuk m =2 (mod 4)
Jika m = 2 (mod 4) berarti m = 4a + 2, untuk suatu a bilangan bulat positif.

Kemudian definisikan fungsi /' sebagai berikut :

b
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‘

m+n+1, jikaj=1;
m+n-1, jika j=3;
m+2n—4i+2 m-2

S " jika j=4i dan 1<i< Faat

m-—2

?

f(uj)=<m+n—21'—l, jika j=4i dan 1<i<

- 4i— =
fiﬁ2’~—4, jika j=4i +1 dan 05:‘g”’4 .

m—6

m+n-—2i, jikaj=4i+2dan 1<i<

\m+n, jika j=m;
f(v;)) =i, jikal<i<n;dan

m+2n+ 2

fw) = >

Kasus 4: untuk m =3 (mod 4)
Jika m = 3 (mod 4) berarti m = 4a + 3, untuk suatu a bilangan bulat positif.

Kemudian definisikan fungsi f sebagai berikut :

r
m+2n+1, sikn =15
2
m+2n+5, L g
2
n+2i-1, jika j=4i dan 15:’5'"-3-
fw) = 4 ﬂz’gﬁ jika j=4i+1 dan 1<i< ™2,
4242, fikni=di+2 i mis Bl
il skt Sk el T GRS
2 4
m_""zn__l, jika j=m—1;
\ 2
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f(v) =1, jikal<i<n;dan

m+ 2n-+ 3

fw) = >

Pada graf forest F = P, UK, , terdapat m+n+ 1 titk dan m+n -1
sisi. Karena f:V(F)—{1,2,..,m+n+1} adalah fungsi bijektif, maka
berdasarkan Lemma 2.5.1, fungsi f dapat diperluas menjadi pelabelan sisi ajaib

super dengan valensi sebagai berikut

5m =
v +3n+2, jikam=2(mod4);

S g
IEJ e 2m 4 3+ 3, selainnya .

Untuk pelabelan sisi ajaib dari F = P, U K, ,, berlaku :

f)+fW)+ fluv) =k

sehingga

fuinisa) =k — [f () + f(wi41)] dan f(vw) = k — [f(v) + f(W)]

18



3.2 Beberapa Contoh Pelabelan Sisi Ajaib Super pada Graf Forest
F= PrUKq,

Contoh kasus 1

Diberikan forest F = P, UK;, dengan m = 0 (mod 4), untuk m =4 dan
n = 1,2,3. Selanjutnya akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super dan konstanta

ajaib dari graf F = P, U Ky .

Akan ditinjau nilai dari m dan n, dengan m=4 dan n=1,2,3
(i) Untuk m=4 dan n=1
Misalkan m = 4 dan n = 1 maka B, = P, dan K, ,, = K; ; dengan himpunan
titik dari P, dan K;, masing-masing adalah V(P,) = {u;,u;, us,us} dan
V(Ky,) = {w,v;}. Sedangkan himpunan sisi dari P, dan K;; masing-masing

adalah E(P,) = {u;u;4,} dengan i = 1,2,3 dan E(Ky,) = {wv,}.
Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, U K; ; masing-masing adalah
V(F) =V(P,UK,,)
=V(P,)UV(Ky1)
= {uy, Uy, U3, Ug, W, 71 }
dan
E(F)=E(PyUKy1)
= E(Py) VE(K1,1)

= {uiui-l'l | i= 1; 21 3} U {Wv]_} .

19



Sehingga graf F = P, U K, ; seperti pada Gambar 3.2.2

Gambar 3.2.2 Forest F= P,UK;,

pada graf F = P, U K, ;berlaku :

V(F)| = [V(P)| + |V(Ky1)| =4+2=6 yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untuk m = 4 dan n = 1, demikian juga

|E(F)| = |E(P)| + |E(Ky1)| =3+ 1 =4, yang merupakan hasil dari

m+n—1,dengan m=4 dan n=1.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K; ; pada kasus 1 di atas adalah :

m+2n+2 4+2(1)+2
fay)= ————=——"—""=4

fu)=n+2i+2=1+2(0)+2=3

m¥2n+6° 4+ 2(1) +6
. ) 2 Ay

flug) =

flu)=n+2i-1=14+2(1)-1=2

fr) =1

mi2nt4_ 4+20)+4_

fw) = > >
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bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K, ;, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.3

Gambar 3.2.3 Pelabelan titik untuk forest F = P, UK, ;.

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf F = P, UK; ;. Karena
m =4 dimana 4 = 0 (mod 4) % 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F

= P, UK, , adalah :

k = [%J+ 2m+3n+3=EJ+2(4)+3(1)+3=16

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = P, U K, 4, yaitu :
fluuieg) = k = [f () + f(uiy)] dan f(ow) =k = [f(v) + fFW)]
selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :
fluuy) = k= [fQu) + f(ur)l =16 —[4+3]1 =9
flugug) =k —[f(u) + f(uz)] =16 - [3+6] =7

flugug) =k —[f(uz) + f(wa)] =16 —[6+2] =8
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fow) =k—[f(v) +f(w)] =16 —[1+5] =10

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F* = P, UK.,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.4

9 7 8 g
® . 4 . 4 . ]
4 3 6 2 /
P, 5
Kl.l

Gambar 3.2.4 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P, U K, ;.

Pada Gambar 3.2.4, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = P, U K; , dan uv sisi maka
f(u) + f(v) + f(uv) = 16. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK,
adalah 16.

(ii) Untukm =4 dann=2

Misalkan m = 4 dan n = 2 maka P,, = P, dan K, , = K; , dengan himpunan
titik dari P, dan K;, masing-masing adalah V(P,) = {uy,u,, us,us} dan
V(KLZ) = {w, v,,v,}. Sedangkan himpunan sisi dari P, dan K;, masing-masing

adalah E(P,) = {u;u;,,) dengani = 1,2,3dan E(K,,) = {wv,, wr,}.
Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, U K, ; masing-masing adalah

V(F) =V(P, UKy2)
=V(P) UV(Ky)

= {uy, Up, U3, Ug, W, V1, V2}

22



dan

E(F) =E(P,UKi,)

= E(P) VE(Ky32)
= {uuiq i =1,2,3} U{wy, wr,}.

Sehingga graf F = P, U K, , seperti Gambar 3.2.5

V1

Uq Uy Uz Uy

K12

»

Gambar 3.2.5 Forest F= P,UK,,

pada graf F = P, U K, , berlaku :

[V(F)| = |[V(Py)| + [V(K1,2)| =4 4+ 3 = 7, yang merupakan hasil dari

m+ n+ 1,untuk m = 4 dan n = 2, demikian juga

|E(F)| = |[E(P)| + |E(Ky2)| =342 =05, yang merupakan hasil dari

m+n—1,dengan m =4 dan n = 2.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K, , pada kasus 1 di atas adalah :

m+2n+2 4+22)+2
z = = - B

fuw) =

flup))=n+2i+2=2+2000+2=4
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m+2n+6  4+2(2) +6

fluz) =

" 2

fu)=n+2i-1=2+2(1)-1=3

flv)) =1

flr) =2

mimta_ 4+20)+4_

fw) = > >

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K, ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.6

w
F-4
~

Gambar 3.2.6 Pelabelan titik untuk forest F = P, U K, 5.

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{1,2, %4,5;6.,7}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 4 dimana

4 = 0 (mod 4) % 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F = P, U K, ; adalah :

k = [%]+ 2m+3n+3=E]+2(4)+3(2)+3=19

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = P, U K 5, yaitu :
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fQuiuze) =k = [f(u) + f(up)] dan f(ow) = k = [f(v) + f(W)]
selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah
fluuz) =k —[f(u) + f(uz)] =19—-[5+4] =10
fluguz) =k = [f(uz) + f(uz)] =19-[4+7] =8
fluguy) =k = [f(uz) + f(wa)] =19=[7+3] =9
fw) =k-[flv)+fw)] =19-[1+6] =12
foaw)=k—=[fw)+fW)]=19-[2+6] =11

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, UK;,,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.7

1
10 8 9 12
L 4 . 4 \ 4 @
3 4 7 3 o
6 2
P, 11
K1,2

Gambar 3.2.7 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P, UK, ,.

Pada Gambar 3.2.7, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = P, U K, , dan uv sisi maka
f(w) + f(v) + f(uv) = 19. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK,

adalah 19.
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(iii) Untekm =4 dann=3

Misalkan m = 4 dan n = 3 maka B,;,, = P, dan K, ;, = K; 3 dengan himpunan
titik dari P, dan K;3; masing-masing adalah V(P,) = {uy,u,, us,u,} dan
V(Ky3) = {w,vy,v,,v3}. Sedangkan himpunan sisi dari P, dan K;
masing-masing  adalah E(P,) = {u;u;;,;} dengan i=1,2,3 dan

E(Ky3) = {(wvy, wu,, wosl.
Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, U K; 3 masing-masing adalah

V(F) = V(P UKys)
=V(P) VV(Ky3)
= {uli Uz, Uz, Ug, W, Vq, V3, 173} >

dan

E(F)=E(P,UKy3)
= E(P,) VE(K;3)
= {uiui+‘l l i= 1! 2’ 3} U {wv‘].l Wy, WvS} !

Sehingga graf F= P, U K, 5 seperti Gambar 3.2.8

Uq Uy Uz Uy

Ky V3

¥

Gambar 3.2.8 Forest F= P, UK, 3
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pada graf F = P, U K; 3 berlaku :

V()| = V(P + |[V(Ky3)| =4+ 4 =8, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm = 4 dan n = 3, demikian juga

|E(F)] = |E(Py)] + [E(K1,2)| =3+ 3 = 6, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untuk m =4 dan n = 3.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K, 3 pada kasus 1 di atas adalah :

m+2n+2 4+23)+2
fu) = 2 = 2 =6

fluy) =n+2i+2=3+2(0)+2=5

mt2m+6 4+23)+6 _

fuz) = 2 2

flu) =n+2i-1=3+2(1)-1=4

fv) =1
f)=2
f(vs) =3
TS m+2n+d  4+2@3)+4_

2 2
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bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, UK,

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti gambar 3.2.9

Gambar 3.2.9 Pelabelan titik untuk forest F = P, UK, .

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa adanya pemetaan bijektif / dari F{F) ke

{1,2,3,4,5,6,7,8}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf F = P, UK, ;. Karena
m=4 dimana 4 =0 (mod4) % 2(mod4), maka nilai valensi dari graf
F= P, UK, 3 adalah:

k = [%]+ 2m+3n+3=E]+2(4)+3(3)+3=22

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = P, U K, 3, yaitu :
Fugtges) = k= [Fug) + F )] dam fow) = k= [F ) + F )]
selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah
fluguy) = k= [f(uy) + f(ux)] =22 -[6+5] = 11
fluzus) =k — [f(ux) + f(u3)] =22 - [5+8] =9

fluauy) =k — [f(us) + fug)] =22 —-[8+4] =10
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fow)=k-[fr)+fW)]=22-[1+7] =14
faw) =k—[f(r) +fW)]=22—-[2+7] =13
foaw) =k —=[f(w)+fW)]=22-[3+7] =12

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, UK,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.10

11 9 10 Gk

e ;
®
L]

Gambar 3.2.10 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P, UK, 3.

Pada Gambar 3.2.10, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ¥ = P, U K 3 dan uv sisi maka
f(u) + f(v) + f(uv) = 22. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK, 3

adalah 22.
Contoh kasus 2

Diberikan forest F = B, UK;, dengan m =1 (mod 4), untuk m =5 dan
n = 1,2, 3. Selanjutnya akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super dan konstanta

ajaib dari graf F = P, UK, .
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Akan ditinjau nilai dari m dann, denganm =5 dan n=1,2,3

i) Untukm=5dann=1
Misalkan m = 5dan n = 1 maka P, = P dan K, , = K; ; dengan himpunan
titik dari Ps dan K,; masing-masing adalah V(P5) = {uy, u,, u3, uy, us} dan
V(Ky,1) = {w,v;}. Sedangkan himpunan sisi dari P; dan K,, masing-masing
adalah E(Ps) = {wjuj41}s denga;1 i=1,2,3,4.Dan E(Ky,) = {wry}.
Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P; U K, ; masing-masing adalah
V(F) =V(Ps UKy,)
=V(Ps) UV(Ky1)
= {Uy, Uz, Ua, Uy, Us, W, V1 }

dan

E(F)=E(Ps UKy,)
= E(Ps) UE(Ky,;1)
= {uujp1 11 =1,2,3,4} U {wr,}.

Sehingga graf F = Pg U K, ; seperti pada Gambar 3.2.11

® —e ® ® ° 1
Uq Uz Uz Uy Ug
P
w
K1,1

Gambar 3.2.11 Forest F = Ps UK, ;.

30



pada graf F = P5 UK, ; berlaku :

V(F)| = VPl + [V(Ky1)| =5+ 2 =7, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm =5 dan n = 1, sedemikian juga

|E(F)| = |E(Ps)| + |E(Ky,)| =4+ 1=5, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untukm =5 dan n = 1.

Akibatnya, pelabelan titik dari forest FF = P5 U K, ; pada kasus 2 di atas adalah :

m+2n+4i+1 5+2(1)+40)+1
f(u1)= 2 = 2 =4
fu)=n+2i+2=1+2(0)+2=3

m+2n+4i+7_5+2(1)+4(0)+7__7
2 i 2 F

f(u3) =

f@=n+2i—-1=1+21)-1=2

m+2n+4i+1_5+2(1)+4(1)+1_6

fus) = ) 2
fw) =1
f(w)=m+2n+3___5+2(1)+3=5

2 2
bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = Ps U K, ;, dapat

di peroleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.12
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[ 2 — - @ —e
4 3 7 2 6
Py
5 Kl.l

Gambar 3.2.12 Pelabelan titik untuk forest F = Ps U K, 4.

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6,7}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 5 dimana

5 = 0 (mod 4) # 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F = P; U K, ; adalah
m 5
k= |2+ 2m+3n+3=[3+2(8) +3() +3=18.

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = Ps UK, ,, yaitu :
fuuiyq) = k = [f () + f(wis1)] dan f(vw) = k = [f(v;) + f(w)]
Selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :
fluuy) =k —[f(w) + fur)] =18-[4+3] =11
fluguy) = k= [f(uy) + f(u3)] =18 —[3+ 7] =8
fluguy) =k —[f(uz) + f(ug)] =18 - [7+2] =9

flugus) =k —[f(uy) + f(us)] =18 - [2+ 6] = 10
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fow)=k—-[flvp)+fW)]=18-[1+5]=12

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf 7 = P, UK, .,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.13.

12

l K1

Gambar 3.2.13 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P; U K, ;.

Pada Gambar 3.2.13, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ' = P5 U K; ; dan uv sisi maka
f(u) + f(v) + f(uv) = 18. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P; UK, 4

adalah 18.

(ii) Untukm =5 dann =2
Misalkan m = 5 dan n = 2 maka P, = Ps dan K, ,, = K; , dengan himpunan
titik dari Ps dan K, masing-masing adalah V(Ps5) = {u,,u;,us,uy, us} dan
V(Ku) = {w,v;,v,}. Sedangkan himpunan sisi dari P; dan K; , masing-masing
adalah E(Ps) = {uju;,,} dengani = 1,2,3,4dan E(K,,) = {wvy, wp,}.

Akibatnya, hinpunan titik dan sisi dari graf ¥ = P5 U K; ; masing-masing adalah



V(F) =V(PsUKy3)

= V(Ps) UV(Ky2)
= {uy, Uz, U3, Uy, Us, W, Vq, V3 },
dan
E(F) = E(Ps UK,

= E(PSL‘ U E(KL:)

= {uuis1 | L = 1,2,3,4} U {wvy, wr,}.

Sehingga graf F = Ps U K, , seperti pada Gambar 3.2.14

w

Gambar 3.2.14 Forest F= P; UK,

pada graf F = P5 U K, ; berlaku :

WV(F)| =|V(Ps)| + IV(Kl,z)l = 5+ 3 = 8, yang merupakan hasil dari

m +n+ 1L, untukm =5 dan n = 2, demikian juga

|E(F)| = |[E(Ps)| + |E(Ky2)| = 4 + 2 = 6, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untukm=>5 dan n=2.
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Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P; U K, , pada kasus 2 di atas adalah

m+2n+4i+1 _5+2(2)+4f(0)+1__5

flw) = 2 3

fu)=n+2i+2=2+2(00+2=4

m+2n+4+7 5+2(2)+40)+7
2 W 2 i

fluz) = 8
f@=n+2i-1=2+2(1)—-1=3

m+2n+4i+1_5+2(2)+4(1)+1_7

flus) = 2 5
f(v) =1
f(vy) =2
f(w)=m+22n+3=5+2(22)+3=6

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P U K ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.15

- — & 5
4

w

Ps K>

Gambar 3.2.15 Pelabelan titik untuk forest F = Ps UK, ;.
Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa adanya pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6,7,8).
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Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 5 dimana

5 = 0 (mod 4) # 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F= P; U K , adalah
k=[Z|+ 2m+3m+3= [ +25)+3@ +3=21

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = P5 U K, 5, yaitu :

fuigy) = k = [f () + f(wi4q)] dan fow) = k= [f(vy) + f(W)]
sehingga diperoleh diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :

fluguy) =k —[f(u) + f(uy)] =21 —-[5+4] =12

flupuz) =k —[fu) + f(uz)] =21—-[4+8] =9
fluzuy) =k — [f(ua) + f(uy)] =21 - [8+4 3] =10

fugus) = k—[f(ug) + f(ug)] =21 - [3+ 7] = 11

flaw) =k —[f(v)) + f(W)] =21—[1+6] = 14
fwaw)=k—[f(v)+fW)]=21-[2+6]=13

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P; UK, ,,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.16.
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| Gambar 3.1.16 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P; U K 5.

Pada Gambar 3.1.25, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ¥ = Ps U K, , dan uv sisi maka
f(w) + f(v) + f(uv) = 21. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P; UK,

adalah 21.

(iii) Untukm =05 dann=3

Misalkan m=5 dan n=3 maka B, =P; dan K;, = K;; dengan
himpunan titik dari Ps dan K, ; masing-masing adalah V(Ps) = {u,, u;, u3, U4, Us}
dan V(K,3) = {w,vy,v,,v5}. Sedangkan himpunan sisi dari Ps dan K5
masing-masing  adalah  E(P;) = {u;u;4+;} dengan i=1,2,3,4 dan
E(Ky3) = {wvy, wvy, wus}.
Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P; U K, ; masing-masing adalah

V(F) =V(Ps UKy3)
= V(Ps) UV (Ky3)

= {ul,uz,u3,u4, Us, W, V1, V), 173}.
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dan |

E(F) = E(Ps UKy3)
= E(Ps) UE(K;3)
= {uiuiyq | i = 1,2,3,4} U {wvy, wu,, wirg}.

Sehingga graf F = P5 U K, 3 seperti pada Gambar 3.2.17

[ — 9 —@ ®
u u u U
1 2 Uz 4 5

P

L5
%)
w
L]
K 1.3

Gambar 3.2.17 Forest F = P; UK, 3

pada graf F= P5 U K; 3 berlaku :

V()| = [V(Ps)| + |V(Ky3)| =5+ 4 =09, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm =5 dan n = 3, demikian juga

|E(F)| = |[E(Ps)| + |E(Ky3)| = 4+ 3 =7, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untuk m=>5 dan n = 3.
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Akibatnya, pelabelan titik dari Forest F = Pg U K 5 pada kasus 2 di atas adalah :

m+2n+4i+1 5+23)+4(0)+1
f(u1)= 2 = 5 =6
fu)=n+2i+2=3+2(0)+2=5

m+2n+4i+7_5+2(3)+4(0)+7_
2 g 2 R

flus) = 9

fud=n+2i-1=3+2(1)-1=4

m+2n+4i+1_5+2(3)+4(1)+1_8

flus) =

2 2
f(r) =1
f(vz)=2
f(vz) =3
f(w)=m+2n+3=5+2(3)+3:7

2 2

bila nila-nilai pelabelan ini dimasukkan ke dalam graf F = P; UK, ;, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.18

[ @ @ . 2 ®
6 5 9 4 8
PS 1
Z
7
K3 3

Gambar 3.2.18 Pelabelan titik untuk forest F = P5 U K 3.
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Gambar 3.2.19 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = Ps U K .

Pada Gambar 3.1.19, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = P; U K; 3 dan uv sisi maka
f(uw) + f(v) + f(uv) = 24. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P; UK, 5

adalah 24.
Contoh kasus 3

Diberikan forest F = P, U K; ,, dengan m = 2 (mod 4), dalam hal inim = 6 dan
n = 1,2, 3. Selanjutnya akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super dan konstanta

ajaib dari graf ' = B, U K, ,,.
Akan ditinjau nilai dari m dan n,denganm =6 dan n=1,23
(i) Untukm=6 dan n=1

Misalkan m = 6 dan n = 1 maka F,, = P dan K, ;, = K, ; dengan himpunan

titik dari Pg dan K, ; masing-masing adalah V(Pg) = {uy, Uy, Us, Ug, Us, Ug} dan
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V(KU) = {w,v;1}. Sedangkan himpunan sisi dari P, dan K, ; masing-masing

adalah E(P;) = {u;u;,,} dengani = 1,2,3,4,5 dan E(K'm) = {wv, }.

Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = Pg U K; ; masing-masing adalah

V(F) =V(PsUKyq)
=V(Ps) UV(K;y1)

= {Uq, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, W, V1 },

dan
E(F) = E(PgUKy4)
= E(Ps) U E(K;,1)
= fuu1li=1,2,3,4,5} Uiww,}.
Sehingga graf forest F = Pg U K; ; seperti pada Gambar 3.2.20
€ = © : ®
uq Uy Uz Uy U
Pg
V1
W
i K, ;

Gambar 3.1.20 Forest F = PgU Ky
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pada graf F = Pg UK, ; berlaku :

[VF)| = [V(P)| + IV(KM)I = 6+ 2 = 8, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm = 6 dan n = 1, demikian juga

|E(F)| = |E(Pg)] + |E(Km)| =5+ 1= 6, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untukm =6 dan n = 1.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = Pg U K ; pada kasus 3 di atas adalah :

fup)=m+n+1=6+1+1=8

f(u2)=m+2n2—4i—4=6+2(1)—2—4(0)—4=2

fluzg)=m+n—-1=6+1-1=6

m+2n—4f+2_6+2(1)—4(1)+2_3

fuy) = 2 2

flug) =m+n—-2i—-1=6+1-2(1)-1=4

flug)=m+n=6+1=7

fvp)=1

m+2n+2 6+2(1)+2

fw) === >

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.21
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Gambar 3.2.21 Pelabelan Titik untuk forest F = Pg UK ;.
Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f/ dari V(F) ke

(1,2,3,4,5,6,7,8}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 6 dimana

6 = 2 (mod 4) = 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F = Pz U K, ; adalah :

S5m 5(6)
k= 7—+371+2:T+ 3(1)+2=20
L

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = Pg U K, 4, yaitu :
f(uiuisq) = k = [f(w;) + f(ui41)] dan f(v;w) = k = [f(v) + f(w)]
selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :
fluguz) =k — [f(u1) + f(uz)] = 20— [8 + 2] = 1
flugug) = k = [f(u,) + f(u3)] =20 - [2 + 6] = 12
fuzuy) = k—[f(uz) + f(uy)l =20-[6+3] =11

flugus) =k —[f(uy) + flug)l]=20—-[3+4] =13
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flusug) =k —[f(us) + f(ug)l =20 —-[4+7] =9
fow) =k —[flv)+fWwW)]=20-[1+5] =14

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F

IR

Pﬁ U Kl,l:
diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.22

10 12 11 13 9

[ 2 & @ . 4 L 3

8 2 6 3 4 7

Pg
1§
14
5
K 11

Gambar 3.2.22 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = Pg U K 1.

Pada Gambar 3.2.22, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan
pelabelan sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ¥ = Pg U K;; dan uv

sisi maka f(u)+ f(v) + f(uv) = 20. Ini berarti konstanta ajaib dari graf

F = PgU K, adalah 20
(ii) Untukm =6 dann =2

Misalkan m = 6 dan n = 2 maka P, = Pg dan K , = K ; dengan himpunan
titik dari P; dan K, masing-masing adalah V(Ps) = {u;, uz, u3, us, us, ug} dan
V(Kllz) = {w, v, v;}. Sedangkan himpunan sisi dari P dan K, masing-masing

adalah E (Pg) = {u;u;41} dengani = 1,2,3,4,5 dan E(Km) = {wv,, wr }.
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Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F'= P U K , masing-masing adalah

V(F) =V(Ps UKy3)
=V(Ps) UV(Ky2)

= {u‘li Uy, U3, Uy, U5, Ug, W, Vg, 172}'

dan

E(F) = E(Ps UKy)
= E(Pg) VE(Ky2)

={uui;1 1 =1,2,3,4,5} U {wy, wr,}.

Sehingga graf forest F = Pg U K , seperti Gambar 3.2.23

/ >— ', - = *— 9
| Uz U3 Uy Us Ug
|
| Pg
|
|
|
\
| :
|
| |
! w 5 I
i
| Kl,?.

Gambar 3.2.23 Forest F= Py UK, ,

pada graf F = Pz U K, , berlaku :

V(F)| = [V(P)| + |V(K1,2)| =6+ 3 =9, yang merupakan hasil dari

m +n + 1,untukm = 6 dan n = 2, demikian juga

|E(F)| = |E(Pg)| + |E{K1'1)l =542 =7, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untuk m=6 dan n = 2.
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Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = Pg U K; ; pada kasus 3 di atas adalah

fu)=m+n+1=6+2+1=9

m+2n—4i—4 6+ 2(2) —4(0) — 4 .

fluz) = 3 )

fluzg) =m+n—-1=6+2-1=7

m+2n—4i+2  6+2(2) —4(1) +2 4

f(u) = > 5

flusg) =m+n—-2i—-1=64+2-2(1)—1=5

flug)=m+n=6+2=28

f(v,) =2

m+2n+276+2(2)+2_
2 = 2 =

flw) = 5

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf FF = Pg U K, ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.24

| 9 3 7 4 3 8 |
‘ |
l \
| P{‘ I
i 6 1 2

| K 1.2

Gambar 3.2.24 Pelabelan titik forest F = Pg U K, 5.
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Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

(1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf F = Py UK, ,. Karena

m=6 dimana 6 =2 (mod4) =2 (mod4), maka nilai valensi dari graf

F= Pg UK, adalah

5m 5(6)
k= 7+3n+2=-2—+3(2)+2:23

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari Forest ' = P U K, 5, yaitu :
fuittivr) = k= [f(w) + f(ui41)] dan f(v;w) = k — [f(v) + f(W)]

selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :
fluuy) = k= [f(w) + f(uy)] =23—-[9+3] =11
fluaus) = k= [f(uy) + f(uz)] =23 - [3+7] =13
flusuy) =k —[f(uz) + f(w,)] =23 -[7+4] =12
f(ugus) = k = [f(uy) + f(us)] = 23 — [4 + 5] = 14
flusug) = k —[f(us) + f(ug)] =23 —[5+8] = 10
fow) =k —[f(v) + fW)]=23-[1+6] =16

faw) =k —[f(v2) + f(W)] =23 - [2+6] =15
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bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K, ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.35

& 11 P - 12 _— 14 .. -
9 3 ? 4 5 8
Pg

1
16
6 2
15
K

Gambar 3.2.25 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = Pg UK, ,.

Pada Gambar 3.2.25, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = P4 U K, , dan uv sisi maka
f(u) + f(v) + f(uv) = 23. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P; UK,

adalah 23.
(iii) Untukm =6 dann =3

Misalkan m =6dan n=3 maka B, =P; dan K,, = K,3; dengan
himpunan titik dari Pg dan K3 masing-masing adalah
V(Ps) = {uy,up, us, Uy, us, ug} dan  V(Ky3) = {w,v,,v,,v3}. Sedangkan
himpunan sisi dari Pg dan K, ; masing-masing adalah E(Pg) = {u;u;,1} dengan

i= 1, 2,3,4,5 dan E(K1.3) = {WVI, Wv,, WV3}.
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Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, u K, 3 masing-masing adalah

V(F) =V(Ps UKy 3)
=V(Ps) UV (Ky3)
= {ull uZJ uzluth uSJ uG; W, vz, U3},

dan
E(F) = E(PsUKy3)
=E(Py) UE(K;;3)
= {uuy44 | i = 1,2,3,4,5,} U {wvy, wr,, wu,).

Sehingga graf F = Pg U K 3 seperti Gambar 3.2.26

[ @ @ . 2 @ ]
Uq U, Uz Uy Usg Ug
Pe

151
w V2
V3
K s e

Gambar 3.2.26 Forest F= PgUK, 4

pada graf F' = Pg U K, 5 berlaku :

V()| = V(Ps)] + |V(Ky3)| = 6 + 4 = 10, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm =6 dan n =3
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dan

[ECF)| = [E(Pe)| + |E(Ky3)| = 6 +3 =09, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untuk m =6 dan n = 3.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = Pg U K, 3 pada kasus 3 di atas adalah

fa)=m+n+1=6+3+1=10

f(uz)=m+2n2—4i—4=6+2(3);4(0)—4=4

flu3)=m+n—-1=6+3-1=8

m+2n—4i+2_6+2(3)—-4(1)+2_5

flu) = 2 2

flus)=m+n—-2i—-1=6+3-2(1)-1=6

flug)=m+n=6+3=9

f(n) =1
fwp) =2
f(vs) =3
f(w)=m+22n+2=6+2(23)+2=7

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = Pg U K, 5, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.27
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Gambar 3.2.27 Pelabelan titik forest F = P U K, 5.

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f/ dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf F = P; UK, ; . Karena
m=6 dimana 6 =2 (mod4) =2 (mod4), maka nilai valensi dari graf

F = Pg U K, 3 adalah

5m 5(6)
k= ——2—+3n+2=T+3(3)+2=26

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = Pg U K, 3, yaitu :
fluuges) = k = [f () + f(wisq)] dan fow) = k= [f(w;) + f(W)]
selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah :
fluuy) =k —[f(u) + f(ur)] = 26 — [10 + 4] = 12

flupuy) =k — [f(up) + f(us)] = 26 — [4 + 8] = 14
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fluzuy) =k — [f(us) + f(uy)] = 26 — [8 + 5] = 13

fugus) = k — [f(us) + f(us)] = 26 — [5 + 6] = 15

fusue) = k — [f(us) + f(ue)] = 26 — [6 + 9] = 11

foyw) =k-[f(v)+fWw)]=26-[1+7] =18

floow) =k=[f(v))+fW)]=26-[2+7] =17

f‘(l";-:W) = K — U‘(I";) T f(W)I = 26 — [3 -} 7] =16

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, UK,
diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.28
|
I.12ﬂ,14_.__1_3ﬁ_.15'11';
{ 10 4 8 5 6 9 ‘
Pf)
| 1 1
i
18 ;
4 17 ;
16
K13 3

Gambar 3.2.28 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = Pg U K; 3.

Pada Gambar 3.2.28, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan

sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = Pg U K, 3 dan uv sisi maka

53




f@) + f(v) + f(uv) = 26. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK,

adalah 26.
Contoh Kasus 4

Diberikan forest F = P, UK;, dengan m = 3 (mod 4), untuk m =7 dan
n = 1,2,3. Selanjutnya akan ditentukan pelabelan sisi ajaib super dan konstanta

ajaib dari graf F = P, UK, .
Akan ditinjau nilai dari m dann,denganm =7 dan n=1,2,3
(i) Untuk m=7 dan n=1

Misalkan m = 7 dan n = 1 maka P,, = P; dan K, ,, = K; ; dengan himpunan
titik dari P, dan K;, masing-masing adalah V(P;) = {u,, u;, us, uy, us, ug, us}
dan V(K, ) = {w,v,}. Sedangkan himpunan sisi dari P, dan K ; masing-masing

adalah E(P;) = {ujui4,} dengani = 1,2,3,4,5,6 dan E(K,,) = {wv,}.

Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, U K, ; masing-masing adalah

V(F) =V(P,UK,,)
=V(P;) UV(Ky1)
= {uy, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, Uy, W, 11},
dan
E(F) = E(P; UKy,)

=E(P;)U E(K1,1)
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= {u,—ui+1 I i = 1, 2, 3, 4‘, 5, 6} U {Wvl}.

Sehingga graf F = P; U K, ; seperti pada Gambar 3.2.29

[ & —@ L . 4 -@ ®
ul uz u3 u4 us u6 u?
Py
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Gambar 3.2.29 Forest F= P, UK,
pada graf F' = P; U K; ; berlaku :
V(F)| = [V(P)I + |V(Ky1)|] =7+ 2 =9, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm = 7 dan n = 1, demikian juga

|E(F)| = |[E(P,)| + |E(Ky1)| = 6 + 1 = 7, yang merupakan hasil dari

m+n—Luntukm =7 dan n = 1.
Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K ; pada kasus 4 di atas adalah

m-}-2n+1_7-[-2(1)+1_5

flu) = 2 2

f)=n+2i+2=1+2(0)+2 =73

m+2n+5 7+2(1)+5
flus) = 2 = 2 =7
flu)=n+2i-1=1+4+2(1)-1=2

m+2n+4i+5 7+2(1)+4(1)+5
f(us) = - = . =9
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min-1_7+2)-1_,

fue) = 5 5
f(u7)=m+2n2+4i+3=7+2(1);—4(1)+3=8
fw) =1

f(w)=m+2n+3=7+2(1)+3=6

2 2

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K, ,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.30
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Gambar 3.2.30 Pelabelan titik untuk forest F = P; UK, .

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf F = P, UK, ,. Karena

m=7 dimana 7 =0 (mod4) #* 2 (mod4), maka nilai valensi dari graf

F= P,UK,, adalah

k = [g]+ 2m+3n+3=l%l+2(7)+3(1)+3=23
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dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan Lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari Forest F = P, U K, ,, yaitu :
fuuigg) =k = [f(u) + f(ui1)] dan f(vw) = k = [f(v) + f(W)]
sehingga diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah
fuuy) =k — [f(uy) + f(uz)] =23 — [5+ 3] = 15
flupus) = k= [f(u) + f(u3)] =23 - [3+ 7] =13
fluzuy) =k — [f(ua) + f(uy)] =23 —[7+ 2] = 14
flugus) =k —[f(uy) + f(us)] =23 -[2+9] =12
fusug) = k — [f(us) + f(ue)] = 23 — [9 + 4] = 10
fluguy) =k —[f(ug) + f(u;)] =23 -[4+8] =11
fow)=k=[flrv)+fW)]=23-[1+6] =16

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, UK,,,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.31
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Gambar 3.2.31 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P, UK, ;.

Pada Gambar 3.2.31, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ¥ = P, U K, ; dan uv sisi maka
f@u) + f(v) + f(uv) = 23. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK, ,

adalah 23.
(ii) Untuk m=7 dan n=2

Misalkan m = 7 dan n = 2 maka B, = P, dan K, ,, = K; ; dengan himpunan
titik dari P, dan K,, masing-masing adalah V(P;) = {uy, u,, uz, uy, us, ug, Uy}
dan V(Km) = {w,v,,v;}. Sedangkan himpunan sisi dari P; dan K,, masing-
masing  adalah E(P;) = {wju;,,} dengan i=1,2,3,456 dan
E(Ky2) = {wvy, w).

Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf ¥ = P, U K; , masing-masing adalah
V(F) =V(P; UKy;)

=V(P;) UV(Ky2)
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= {ull uz’ u’3' u4! us, u61 U7, w, vl: vz]’,

dan

E(F) = E(P;UK,3)
= E(P;) VE(K,;)
= {uui41 1i=1,2,3,4,5,6,7} U {wv,, wi,}.

Sehingga graf ¥ = P, U K, , seperti Gambar 3.2.32

@ @ @ @ ® 2 »
uq Uz U3 Uy Us Ug Uz
P,
V1
w )
K12

Gambar 3.2.32 Forest F= P, UK, ,

pada graf F = P, U K, ; berlaku :

WV(F)| =|V(Py)] + IV(KLI)l = 7 + 3 = 10, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm = 7 dan n = 2, demikian juga

|E(F)| = |[E(P)| + |E(Ky1)| = 6 + 2 = 8, yang merupakan hasil dari

m+n—1,untuk m=7 dan n = 2.

Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K; , pada kasus 4 di atas adalah

mt2n+l 7+2@Q+1_

f(u) = 2 2
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fu) =n+2i+2=2+2(0)+2=4

m+2n+5 7+2(2)+5

fuz) = 2 2

fu)=n+2i-1=2+2(1)-1=3

m+2n+4i+5 7+2(2)+4(1)+5 -

f(us) = > 5
f(u6)=m+2;n—1=7+2(22)—-1=
f(u7)=m+2n2+4i+3=7+2(2)-:IZ—4(1)+3=9
fv) =1

fw) =2

f(w)=m+2n+3=7+2(2)+3=7

y 2

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K,,, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.33

. —e— ° & ° e
6 4 8 3 10 5
P;
1
7 2
K

o0

Gambar 3.2.33 Pelabelan titik untuk forest F = P, U K, .
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Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif S dari V(F) ke

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 7 dimana

7 = 0 (mod 4) # 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F= P, U K, , adalah

k = l%]—k 2m+3n+3=Ej+2(7)+3(2)+3=26

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari forest F = P, U K, ,, yaitu :
fQuiugsg) = k= [f(w) + f(wi44)] dan fow) =k — [f(v;) + f(w)]

selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah
fluaw) =k = [flu) + f(wy))] =26 - [6+ 4] = 16
fuzuz) = k — [f(uz) + f(us)] = 26 — [4 + 8] = 14
fluauy) = k = [f(us) + f(uy)] =26 - [8+3] =15
f(ugus) = k — [f(us) + f(us)] = 26 — [3+ 10] = 13
flusug) = k — [f(us) + f(ug)] = 26 —[10+ 5] = 11
fuguy) = k= [f(ug) + f(u;)] =26 —[5+9] = 12
floyw) =k —[f(w) +fW)]=26—-[1+7] =18

floaw) =k—[fv))+fW)]=26-[2+7]=17
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bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P; UK, ,,

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.34

16 14 15 13 11 12

- ® —o > e——o
6 4 8 3 10 5 )

P,

2
18
7 2
1 8
Ky,

Gambar 3.2.34 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F= P, U K, ,.

Pada Gambar 3.2.34, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di F = P, U K, , dan uv sisi maka

f() + f(v) + f(uv) = 26. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P, UK, ,

adalah 26.
(iii) Untuk m =7 dan n =3

Misalkan m = 7 dan n = 3 maka B,, = P, dan K, , = K, ; dengan himpunan
titik dari P; dan K,; masing-masing adalah V(P;) = {uy,uy, us, us, us, ug, uy}
dan V(Kl.g) = {w, vy, v, v3}. Sedangkan himpunan sisi dari P; dan K, 3 masing-
masing adalah  E(P,) = {uju;41} dengan i=1,2,3,4,5,6 dan

E(Ky3) = {wvy, wop, ws).
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Akibatnya, himpunan titik dan sisi dari graf F = P, u K, 3 masing-masing adalah

V(F) =V(P, UKy3)
=V(P;) UV(Ky3)
= {uy, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, W, 1y, 1y, vz},
dan
E(F) = E(P; UKy3)
=E(P;) VE(Ky3)

= {wiui1 1= 1,2,3,4,5,6} U {wv,, wo,, w,}.

Sehingga graf F = P, U K, 5 seperti pada Gambar 3.2.35

> ————9 —— .2 & — .
uUq Uy Uz Uy Us Ug Uz
P;
vy
w V2
K1,3 V3

Gambar 3.2.35 Forest F= P, UK, 3
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pada graf F = P, U K; 3 berlaku :

V(R =v(e)| + |V(K1,3)| = 7 + 4 = 11, yang merupakan hasil dari

m+n+ 1,untukm = 7 dan n = 3, demikian juga

|E(F)| = |[E(P,)| + |E(Ky3)| = 6 +3 =9, yang merupakan hasil dari

m+n—-—1,untuk m=7 dan n = 3.

Akibatnya, pelabelan titik dari forest F = P, U K; ; pada kasus 4 diatas adalah

m+2n+1 7+2Q3)+1
2 - 2 >

fu) =

fup)=n+2i+2=3+20)+2=5

m+2‘n-+-5__7+2(3)+5_9

flus) = > 2

fu)=n+2i-1=3+2(1)-1=4

m+2n+4i+5_7+2(3)+4(1)+5_11

fus) = —— -
+2n—1 T+23~1

f(u6)=m 271 = (2) =6
f(u7)=m+2n2+4i+3=7+2(3);~4(1)+3=10
f(v) =1

f(vy) =2

f(v3) =3

f(w)=m+2n+3=7+2(3)+3=8

2 2

bila nilai-nilai pelabelan titik ini dimasukkan ke dalam graf F' = P, UK 3

diperoleh graf dengan pelabelan titik, seperti Gambar 3.2.36.
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Gambar 3.2.36 Pelabelan titik untuk forest F = P, U K, 5.

Dari pelabelan tersebut terlihat bahwa terdapat pemetaan bijektif f dari V(F) ke

{11 2.! 3: 41 5; 6; 7, 8; 9, 10, 11}.

Selanjutnya akan dicari nilai valensi dari graf ini. Karena m = 7 dimana

7 = 0 (mod 4) # 2 (mod 4), maka nilai valensi dari graf F = P, U K, ; adalah
m 1
k= IE]+ 2m+3n+3= H+2(7)+3(3)+3= 29

dengan demikian pelabelan titik di atas, berdasarkan lemma 2.3.3 dapat diperluas

menjadi pelabelan sisi dari Forest F' = P; U K, 3, yaitu :

fuuiyg) =k = [f(w) + f(wp1)] dan f(yw) =k = [f(v;) + f(W)]

selanjutnya diperoleh label dari masing-masing sisi di atas adalah

fluguy) =k —[f(u) + f(up)] =29 - [7+ 5] = 17
fluguz) =k —[f(uz) + f(u3)] =29-[5+4+9] =15

flusuy) =k —[f(uz) + f(uy)] =29-[9+4] =16
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flugus) =k — [f(ug) + f(us)l =29 — [4 + 11] = 14
fusug) = k — [f(us) + f(ug)] =29 — [11 + 6] = 12
fuguz) = k — [f(ug) + f(u7)] =29 — [6 + 10] = 13

fw) =k—[f(r) +fW)] =29-[1+8] =20
fw)=k—[f(v))+fwW)] =29-[2+8] =19
fwsw) =k —[f(vs) + f(W)] =29 —[3+8] =18

bila nilai-nilai pelabelan sisi ini dimasukkan ke dalam graf F = P, U K, 5, dapat

diperoleh graf dengan pelabelan titik dan sisi, seperti Gambar 3.2.37

17 15 16 14 12 13
- » £ —a - - @
7 5 9 4 11 6 10
P,
4
20
8 19
2
18
Ki 3
3

Gambar 3.2.37 Pelabelan sisi ajaib super untuk forest F = P, U K, 5.

Pada Gambar 3.2.37, terlihat bahwa pelabelan di atas merupakan pelabelan
sisi ajaib super, karena untuk setiap u, v titik di ¥ = P, U K; 3 dan uv sisi maka

f(u) + f(v) + f(uv) = 29. Ini berarti konstanta ajaib dari graf F = P; UK, ,

adalah 29.
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BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada Bab III, yaitu Pembahasan,
dapat disimpulkan bahwa graf hutan (foresf) F merupakan gabungan dari graf
lintasan dengan m ftitik P,, dimana m = 4,5,6,7 dan graf bipartit lengkap
dengan (1, n) titik K, ,, dimana n = 1,2, 3, sehingga dapat ditulis F = £, U K, ,.
Graf hutan F = B, U K; , yang mempunyai m + n + 1 titik dan m + n — 1 sisi
adalah pelabelan sisi ajaib super bila dibedakan atas 4 kasus untuk m vaitu,
m = 0(mod4), m = 1(mod4), m= 2(mod4) dan m = 3 (mod 4).
Dalam hal ini, konstanta ajaib super dari graf hutan tersebut adalah

(m+n+1)+(m+n—1)+sdengan s = min {f(w) + f(v)|uv € E(F)}.

\kibatnya diperoleh label sisi f(uv) = k — f(u) — f(v) untuk uv adalah

sisi-sisi dari F.
4.2 Saran

Pada skripsi ini, Penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah
pelabelan sisi ajaib super pada graf lintasan gabung graf bipartit lengkap. Maka
dari itu, untuk Penulisan skripsi selanjutnya, Penulis menyarankan untuk
mengkaji mengenai pelabelan super sisi ajaib pada jenis graf lainnya. Misalnya

graf dua lintasan pada graf forest.
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