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Metode Persamaan Riccati Proyektif dan Aplikasinya
pada Penyelesaian Persamaan Lotka-Voltera Diskrit dan

Korteweg-de Vries Diskrit

Oleh: DEASY WAHYUNI

(Di bawah bimbingan Dr. Mahdhivan Syafwan Dan Dr. Admi Nazra)

RINGKASAN

Tesis ini membahas penurunan metode persamaan Riccati proyektif dan
langkah-langkahnya dalam menyelesaikan persamaan diferensial beda. Secara
khusus, metode ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan Lotka-Voltera dis-
krit dan Korteweg-de Vries diskrit.

Pandang bentuk umum dari persamaan diferensial-beda berikut:

H gy (1), oy o (), s (8 ooy iy (), ey 0 (£, oy ull L, (1)) = 0,
(0.0.1)

dengan n,n; € Z, dimana u; menyatakan variabel tak-bebas ke-i, t menyatakan

(r)

variabel bebas, dan w; ’(t) menyatakan turunan ke-r dari w; terhadap ¢. Adapun

langkah-langkah umum dalam metode persamaan Riccati proyektif adalah:

(i) Lakukan transformasi gelombang berjalan



dengan &, = dn + ct + &, ke persamaan diferensial-beda yang ingin disele-

saikan.

(ii) Tulis solusi persamaan yang dihasilkan pada langkah (i) dalam bentuk

U(&) = AwZ(AJ(c*n)+Big<£n>>fi—1<£n)7 (0.0.2)

dimana Ay, A;, B; adalah konstanta-konstanta yang akan ditentukan nilainya
nanti, NV diperoleh dengan melakukan proses dominant balance, yaitu antara
orde tertinggi yang muncul pada suku nonlinier dan suku turunan, sedang-
kan f(&,) dan g(§,) memenuhi persamaan Riccati proyektif. Persamaan
Riccati proyektif tersebut mempunyai tiga tipe solusi yaitu: pg < 0, pg > 0

dan ¢ = 0.

(iii) Substitusikan persamaan (0.0.2), persamaan Riccati proyektif ke dalam per-
samaan yang dihasilkan pada langkah (i) dan tetapkan nol untuk semua
koefisien dari f%(¢,)¢’(&,), dengan j = 0,1 dan i = 0, 1, ..., sehingga diper-

oleh sistem persamaan aljabar nonlinier terhadap Aq, A;, B;, ¢, d.

(iv) Selesaikan sistem persamaan yang dihasilkan pada langkah (iii) dengan ban-

tuan software Maple, sehingga diperoleh solusi untuk Ay, A;, B;, ¢, d.

(v) Substitusikan nilai-nilai Ag, A;, B;, ¢, d yang diperoleh ke persamaan (0.0.2),

sehingga didapatkan solusi untuk persamaan diferensial-beda.

Dari perhitungan yang dilakukan diperoleh beberapa solusi, termasuk solusi soli-
ton.
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ABSTRAK

Dalam tesis ini akan dijelaskan kembali penurunan persamaan metode Ric-
cati Proyektif dalam menyelesaikan persamaan diferensial-beda. Secara khusus
metode ini diterapkan pada penyelesaian persamaan Lotka-Voltera diskrit dan
persamaan Korteweg-de Vries diskrit. Dengan bantuan Maple, diperoleh sejum-
lah solusi eksak dari persamaan tersebut termasuk solusi soliton dalam bentuk
fungsi sinh dan cosh.

Kata kunci : Metode persamaan Riccati proyektif, persamaan Lotka-Voltera

diskrit, persamaan Korteweg-de Vries diskrit, persamaan diferensial-beda.



ABSTRACT

In this thesis we will explain the derivation of projective Riccati equations
method in solving difference-differential equations. In particular, this method is
applied to solve a discrete Lotka-Voltera equation and a discrete Koerteweg-de
Vries equation. With the help of Maple, we obtain a number of exact solutions
to the equations, including soliton solutions expressed by hyperbolic functions of
stnh and cosh.

Kata kunci : projective Riccati equation method, discrete Lotka-Voltera equa-

tion, discrete Korteweg-de Vries equation, difference differential equations.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Gelombang nonlinier sering muncul pada fenomena alam, seperti dinamika
fluida, kinematika reaksi kimia, matematika biologi dan fisika optik. Dalam
banyak kasus, fenomena alam tersebut dimodelkan secara matematis dalam se-
buah persamaan diferensial. ;Selain itu, beberapa fenomena alam seringkali juga
terjadi dalam suatu sistem terikat (coupled system), seperti sistem predator-prey,
perambatan gelombang optik pada jajaran pandu gelombang, dinamika rantai
atom dan sebagainya [11]. Untuk masalah tersebut, model matematikanya bi-
asanya dideskripsikan oleh persamaan diferensial-beda ( differential-difference equa-
tion) atau juga dikenal dengé,n peréamaan lattice [11].

Meningkatnya kajian terhadap model-model persamaan diferensial dan per-
samaan diferensial-beda dalam menjelaskan fenomena gelombang nonlinier (kon-
tinu dan diskrit), membuat semakin berkembangnya metode-metode alternatif
dalam menyelesaikan persamaan-persamaan tersebut secara eksak. Beberapa di-
antara metode yang sering digunakan adalah metode tanh, metode invers scat-

tering, metode dekomposisi adomain dan metode persamaan Riccati proyektif



[4,12,14].

Pada tesis ini akan dikaji kembali secara lebih detail penurunan dan pe-
nerapan metode persamaan Riccati proyektif dalam menyelesaikan persamaan
diferensial-beda nonlinier. Metode ini digagas pertama kali oleh Conte dan Musette
pada tahun 1992 dalam menentukan solusi soliton pada persamaan diferensial par-
sial nonlinier yang dapat dinyatakan sebagai polinomial dari dua fungsi elementer
yang memenuhi-suatu, sistent Riccati‘proyektif 2]4 Solusi-soliton sendiri adalah
gelombang nonlinier terlokalisasi (gelombang soliter) yang memiliki sifat dapat
mempertahankan bentuknya saat merambat pada kecepatan konstan, meskipun
setelah berinteraksi dengan gelombang soliter lainnya [3].

Pada tahun 2003, Yan mengembangkan lebih lanjut metode Contes dan
Musette ini dengan memperkénalkan persamaan Riccati proyektif yang lebih umum
[13]. Selanjutnya Zhen dan Hong-Qing pada tahun 2006 menerapkan metode per-
samaan Riccati proyektif ini pada dua persamaan diferensial-beda nonlinier, yaitu
persamaan Lotka-Voltera dan Korteweg-de Vries (KdV) diskrit [14]. Tesis ini akan
mengeksplorasi kembali referensi [14] dengan melakukan beberapa perbaikan pada

penulisan persamaan dan menampilkan visualisasi solusi yang diperoleh.

1.2 Rumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana

penurunan Metode Persamaan Riccati Proyektif dan penerapannya dalam menye-



lesaikan persamaan Lotka-Voltera dan Persamaan Korteweg-de Vries (KdV) Diskrit.

1.3 Pembatasan Masalah

Penerapan metode persamaan Riccati proyektif pada tesis ini dibatasi un-

tuk menyelesaikan Persamaan Lotka-Voltera dan Korteweg-de Vries (KdV) diskrit.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah menjelaskan penurunan metode persamaan

Riccati proyektif serta penerapannya dalam menyelesaikan persamaan Lotka-Voltera

dan KdV diskrit.

1.5 Manfaat Penelitian

Penelitian pada tesis ini diharapkan dapat memperkaya kajian tentang

metode-metode penyelesaian persamaan diferensial-beda .

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam tesis ini adalah dengan mem-
baginya menjadi empat Bab. Bab I menjelaskan tentang latar belakang masalah,
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.
Bab II berisi tentang persamaan diferensial-beda, notasi orde, prinsip dominant

balance dan penurunan metode persamaan Riccati proyektif. Selanjutnya, Bab



[T memuat tentang penerapan metode persamaan Riccati proyektif. Terakhir,

Bab IV berisi kesimpulan dan saran.

I
1
b




BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas terlebih dahulu tinjauan umum tentang per-
samaan diferensial-bedadan pe’riuiuhan metode persamaan Riccati proyektif serta

topik-topik terkait yang menjadi dasar dari pembahasan selanjutnya.

2.1 Sekilas tentang Persamaan Diferensial-Beda

Persamaan diferensial-beda (differential-difference equation), atau dikenal
juga dengan persamaan [attice, adalah suatu kelas khusus dari persamaan difer-
ensial biasa dengan tak-hingga banyaknya variabel tak-bebas, yang dinotasikan
dengan u,, = u,(t), dimana n-e Z [11]. Salah satu sifat penting dari persamaan

ini adalah berlakunya invarian translasional, yaitw memernuhi transformasi [11]

U (t) = Upy1(2).

Persamaan diferensial-beda yang akan menjadi objek kajian pada tesis ini

adalah:

1. Persamaan Lotka-Voltera diskrit, yang diberikan oleh [7]

U, = Up(Upp1 — Up_1). (2.1.1)



Persamaan ini merupakan generalisasi dari persamaan Lotka-Voltera atau
persamaan mangsa-pemangsa (predator-prey) untuk dua spesies, yang di-

berikan oleh [10]

d

d_f = oz~ fy,
dy s

a Y=Y,

dimana

x adalah banyaknya mangsa,

y adalah banyaknya pemangsa,

° ‘é—f dan % adalah laju pertumbuhan populasi mangsa dan pemangsa

terhadap waktu,
e { menyatakan waktu,
e o dan vy menyatakan laju pertumbuhan alami (kelahiran dan kematian)
e § dan ¢ adalah pgramet_er riil positif yang mendeskripsikan interaksi

antar dua spesies.

Pada persamaan (2.1.1), fenomena mangsa-pemangsa terjadi pada tak-hingga
spesies, dimana spesies ke-n memangsa spesies ke-(n+ 1) dan dimangsa oleh

spesies ke-(n — 1) (dalam hal ini faktor pertumbuhan alami diabaikan).

2. Persamaan Korteweg-de Vries (KdV) diskrit, yang diberikan oleh [6]

u, = U(Upp1 — Un_1). (2.1.2)



Persamaan (2.1.2) dinyatakan demikian karena pada limit kontinu persamaan

tersebut dapat diturunkan menjadi [6]

ou Ou ou 1 0%u
E+8_x+2u8_x+ﬁﬁ = 0, (2'1'3)

yang merupakan persamaan KdV (kontinu). Persamaan KdV sendiri meru-
pakan persamaan yang memodelkan perambatan gelombang air pada lorong
(channel) yang tidak. terlalulebar [3)\ Bersamaan ini dirumuskan pertama
kali oleh Dederik Johannes Korteweg dan mahasiswa PhD-nya, Gustav de
Vries, pada tahun 1895, dalam menjelaskan fenomena gelombang soliton
yang dilaporkan pertama kali oleh John Scott Russell pada tahun 1834 [3].
Soliton sendiri adalah gelombang nonlinier terlokalisasi (gelombang soliter)
yang memiliki sifat dapat'mempertahankan bentuknya saat merambat pada
kecepatan konstan, meskipun setelah berinteraksi dengan gelombang soliter

lainnya [3].

2.2 Notasi Orde

Salah satu langkah penting pada penyelesaian persamaan diferensial-beda
dengan menggunakan metode persamaan Riccati proyektif adalah melakukan pro-
ses balance terhadap ukuran (orde besaran) dari suku-suku persamaan yang ter-
bentuk. Berikut diperkenalkan terlebih dahulu notasi-notasi yang akan dipakai

pada proses ini beserta penjelasannya [8].



(1)

Notasi O(.)

Jika
. 1) _
hm5~>0 ge) — A7
dimana A adalah suatu konstanta tak-nol, maka kita tulis
f(e) = 0(g(e)) bilamana ¢ — 0.

Dalam hal ini dikatakan bahwa f(e) adalah orde g(e) untuk € — 0. Lebih
lanjut, fungsi g(¢) disebut fungsi pengukur (gauge function) karena diguna-
kan untuk mengukur orde besaran dari f(g). Sebagai contoh, sin(e) = O(e)

dan cos(g) = O(1) bilamana & — 0.

Notasi o (.) atau <

Jika

f(e) 1

limeo 5 = 0,

maka kita tulis
f(e) =0 (g9(e)) atau f(¢) < g(e) bilamana ¢ — 0.

Dalam hal ini f(e) dikatakan jauh lebih kecil daripada g(¢) untuk e — 0 .

Sebagai contoh, sin(e) = o (1) dan cos(e) = o (¢7!) bilamana & — 0.



2.3 Prinsip Dominant Balance

Prinsip dominant balance digunakan untuk menentukan orde besaran (or-
der of magnitude) dari suku-suku suatu persamaan. Prinsip ini menyatakan
bahwa dalam suatu persamaan paling tidak ada dua suku leading-order (orde
tertinggi) yang mempunyai orde yang sama [1].

Sebagai ilustrasi, perhatikan persamaan kuadrat berikut:
ex o 27 21 6= 40 (2.3.1)

dimana ¢ < 1. Misalkan solusi asimtotik dari persamaan tersebut mempunyai

suku leading-order
. . X} (2.3.2)
dimana o > 0 dan X = O(1). Substitusi (2.3.2) ke (2.3.1) menghasilkan
e O ST () (2.3.3)
Selanjutnya akan ditinjau tiéa kasﬁs :

(i) Misalkan suku pertama dan suku ketiga adalah dua suku leading-order.

Pada kasus ini berlaku

el X2 =0(%) = a=1.

Berdasarkan hasil di atas, maka suku kedua menjadi 2672 X = (9(6’%).

Namun hal ini tidak konsisten dengan asumsi yang dibuat karena £77 > €0
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(ii) Misalkan suku kedua dan suku ketiga adalah dua suku leading-order.

Pada kasus ini berlaku

Hal ini tidak sesuai dengan syarat bahwa a > 0.

(iii) Misalkan suku pertama dan suku kedua adalah dua suku leading-order.

Pada kasus ini berlaku
e X2 =0EYN=>a=1.

Dari hasil di atas, maka suku ketiga menjadi 1 = O(c?). Perhatikan bahwa

1 < 7!, Jadi a haruslah 1.

Dengan menulis X = Xo+&X;+£2 X5+ ..., solusi asimtotik dari persamaan (2.3.1)

dapat diekspresikan dalam bentuk deret sebagai berikut:

132671X0+X1+€X2+‘.. :

2.4 Penurunan Metode Persamaan Riccati Proyektif

2.4.1 Konstruksi Awal

Pandang bentuk umum dari persamaan diferensial-beda berikut:

/ !

H (i (8), oy Uy () U, () o U (8), ooy UL (), oy uli ) (£)) = 0,
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dengan n,n; € Z, dimana u; menyatakan variabel tak-bebas ke-i, ¢ menyatakan

variabel bebas, dan uz(r) (t) menyatakan turunan ke-r dari u; terhadap t.

Selanjutnya perkenalkan transformasi gelombang berjalan

un(t) = U(&), (2.4.2)

dengan
e i AS (2.4.3)

dimana d > ( menyatakan bilangan gelombang, ¢ # 0 menyatakan kecepatan
gelombang, dan & € R menyatakan beda fasa. Dengan demikian persamaan

(2.4.1) menjadi

H(U(én-&-m)’ 3 | U(€n+nk)7 U/ (§n+n1>7 Foc) U/ (§n+nk)7 R U(T) (gn-&-m)v () U(T) <§n+nk>>

=0. (2.4.4)

Ingin ditentukan solusi dari persamaan (2.4.4) yang berbentuk [14]
. by NG
U&) = Ao+ Z (Aif (&) + Big(&n)) fzil(gn)v (2.4.5)
i=1
dimana Ay, A; dan B; adalah konstanta-konstanta yang akan ditentukan nilainya
nanti.
Dengan menggunakan prinsip dominant balance (dalam hal ini antara orde

tertinggi dari suku nonlinier dan orde tertinggi dari suku turunan), nilai N dapat

ditentukan.
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Untuk sebarang bilangan bulat n, f(¢,) dan g(&,) memenuhi persamaan

Riccati proyektif

F(&) = pfl&)al&), (2.4.6)

9 (&) = q+pd(&) —rf(&). (2.4.7)

dengan p, ¢, r € R dan p # 0.
Selanjutnya. f(&nx), dap g (€ 1x) dapat ditulis sebagai fungsi terhadap f (&)

dan g(&,), yaitu

f(§n+k) = \D(f(gn)ag(gn)% (2'4'8)

9Gts) = B(f(&), 9(&n))- (2.4.9)

Dengan menggunakan persamaan (2.4.6), (2.4.7), (2.4.8) dan (2.4.9), sub-
stitusikan persamaan (2.4.5) ke persamaan (2.4.4) dan tetapkan nol untuk semua
koefisien dari f(&,)'g(¢,)? dengan j = 0,1 dan ¢ = 0,1,..., sehingga diperoleh
sistem persamaan-aljabar nonlinier terhadap 4o, A, B;, ¢ dan d. Dengan menye-

lesaikan sistem persamaan tersebut, maka solusi dari persamaan diferensial-beda

dapat ditentukan dalam bentuk (2.4.5).

2.4.2 Analisis Persamaan Riccati Proyektif

Dari persamaan (2.4.6) diperoleh

9(&n) =

(2.4.10)
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dengan p # 0 dan f'(&,) # 0. Substitusi persamaan (2.4.10) ke persamaan (2.4.7)

menghasilkan

F&) F&) = 2[f (&) = palf (&) +pr[f(&)])* = 0. (24.11)

Untuk mendapatkan solusi persamaan (2.4.11), diperkenalkan transformasi ber-

ikut:
1
f{&n)==—=—w(&) # 0. 2.4.12
e o
Dengan menggunakan aturan rantai, turunan pertarﬁa dari f(&,) diberikan oleh
df(gn) yr df(gn) dw(gn) el _i w’ = _i w’
d&,  dw(&n) d&, w? w|
f(&) w
= - = 2.4.13
f(&n) w ( )
Substitusi persamaan (2.4.13) ke persamaan (2.4.10) menghasilkan
g = ——. (2.4.14)
pw
Lebih lanjut, turunan kedua dari f(§,,) diberikan oleh
4ls —(fw +fw2)w — fww ’ (2.4.15)
L E D« wA :
yang dapat disederhanakan menjadi
” 2(w/)2 w//
f = e a R (2.4.16)

Substitusikan persamaan (2.4.12),(2.4.13) dan (2.4.16) ke persamaan (2.4.11), se-

hingga diperoleh
w' +pqw —pr = 0. (2.4.17)

Untuk menentukan solusi persamaan (2.4.17), pandang tiga kasus berikut:
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Kasus (i): pg <0

Pada kasus ini, persamaan (2.4.17) merupakan persamaan diferensial biasa
orde dua nonhomogen. Persamaan karakteristik dari versi homogennya diberikan

oleh
m®+pg = 0 (2.4.18)
solusi dari persamaan'(2.4.f8:) adalah

S Mg = ++/—pgq.

Karena pg < 0, maka akar-akar m; dan msy bernilai riil berbeda, sehingga solusi

homogen dari persamaan (2.4.17) adalah

wy = AeVP%n | Be_\/_pQ£n,
dengan A dan B suatu konstanta integrasi. Karena

i 1. 2 Jobsht ) simh (i) (2.4.19)

maka wy dapat ditulis kembali menjadi

wy = scosh(v/—pgé&,) + hsinh(yv/—pgé,,) (2.4.20)

dengan s = A+ B dan h = A— B. Untuk menentukan solusi partikular, misalkan

wp = ¢, sehingga dari persamaan (2.4.17) diperoleh

3
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Jadi solusi umum dari persamaan (2.4.17) diberikan oleh

1
w=wy +wp = p (r + gs cosh(v/=pg&,) + ghsinh(v/=pgé,)) - (2.4.21)
Jika p = —1 dan ¢ = 1, maka dengan mensubstitusikan persamaan (2.4.21) ke

persamaan (2.4.12), diperoleh

1
r + scosh(&,) + hsinh(&,)

(&) = (2.4.22)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan perséﬁiéalﬁ (2:4.21) ke persamaan (2.4.14),
didapatkan

ssinh(&,) + hcosh(&,)
r + scosh(&,) + hsinh(&,)

9(&n) (2.4.23)

Dengan mengkuadratkan persamaan (2.4.23) diperoleh

s?sinh?(€,,) 4 2hs sinh(&,) cosh(&,) + h? cosh?(&,)

9 (&) 3 (r + scosh(&,) + hsinh(E,))? ' (24.24)

Selanjutnya manipulasi aljabar dan penyederhanaan pada persamaan (2.4.24)

memberikan

— . (r2+ e s?)
" r+ scosh(&,) + hsinh(&,) * (r + scosh(&,) + hsinh(,))?

g &) =1 (2.4.25)

Dengan menggunakan persamaan (2.4.22), maka persamaan (2.4.25) dapat ditulis
menjadi

G(&n) =1 =20 f (&) + (r* + 1% = 5*) f*(&). (2.4.26)

Dari persamaan (2.4.22) dan persamaan (2.4.23) diperoleh masing-masing

r h .
cosh(§,) = fE)s s s sinh(&,,) (2.4.27)
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dan

1
g(n)h — s

sinh(§,) = ((h — sg(&,)) cosh(&,) — gr). (2.4.28)

Substitusi persamaan (2.4.28) ke persamaan (2.4.27) menghasilkan

—f(fn)TS — g(fn)h + 5‘

cosh(&) = e )T+ 57)

(2.4.29)

Selanjutnya substitusi persamaan (2.4.27) ke persamaan (2.4.28) menghasilkan

STl A& )0 g(f,}_)fS —h

Sinh(€,) = e ) (2.4.30)

Karena

sinh(a +b) = sinh(a)cosh(b) + cosh(a)sinh(b) (2.4.31)
dan

cosh(a +b) = cosh(a)cosh(b) + sinh(a) sinh(b), (2.4.32)
maka

f<€n+k) = f(gn = gn-i—k ' é‘n) = f(fn i Wk)

rry Bt
r + scosh(&, + wy) + hsinh(&, + wy))
_f(é.n)

= sinh(wy)g(&,) — 71 (&) + cosh(wy) f(E,)r — cosh(wy,) (2.4.33)

Dengan cara yang sama, untuk ¢g(&,,x) diperoleh

g(fn—i—k) = g(fn + fn-i—k - gn) = g(gn + wk)

_ scosh(&, +wy) + hsinh(&, + wy)
 r+s cosh(&,wy + hsinh(&,wy)

_ —sinh(wy) — cosh(wy)g(&n) + sinh(wi) f (&)r (2.4.34)

—f(&)r — sinh(wg)g(&) + 7 f (&) cosh(wy,) — cosh(wg)
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Kasus (ii): pg >0

Pandang kembali persamaan karakteristik dari versi homogen persamaan
(2.4.17) yang diberikan oleh persamaan (2.4.18). Karena pg > 0, maka diperoleh
dua akar kompleks saling konjugat, m; o = =£i,/pq, sehingga solusi homogennya

adalah

W 7 AROSVBIENB 5 (v/Pdn), (2.4.35)

dimana A dan B adalah konstanta integrasi yang bernilai kompleks. Untuk
menentukan solusi partikular, misalkan wp = ¢, sehingga dari persamaan (2.4.17)

diperoleh

|3

Jadi solusi umum dari persamaan (2.4.17) untuk kasus pg > 0 adalah

w =Wy +Wwp = é (r + scos(y/pgén) + hsin(y/pgén)) (2.4.36)

dimana s = Aq dan h = Bgq.

Misalkan p = 1 dan ¢ = 1, maka diperoleh
w = 71+ scos(,)+ hsin(E,). (2.4.37)

Akibatnya persamaan (2.4.12) menjadi

1

&) = r+ scos(&,) + hsin(&,) (2:4.38)
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Selanjutnya karena

7

w = —ssin(&,) + hcos(&,), (2.4.39)

maka persamaan (2.4.14) menjadi

ssin(&,) — heos(&,)

n . . 244
9(&n) r+ scos(&,) + hsin(é,) ( 0)
Dengan mengkuadratkan persamaan (2.4.40) diperoleh
s sin?(&, ) —2hssin(€,) cos(&,) +h2 cos?(&,
92(€n): ’ (&v) 5 sin )() . (f) (2.4.41)

(7 + scos(&,) + hsin(&,))2
Selanjutnya manipulasi aljabar dan penyederhanaan pada persamaan (2.4.41)

memberikan

_ 2 (2= 125
g(&) =14 r+ scos(€,) ¥ hsin(€,)  (r + scosh(&,) + hsinh(&,))?” (24.42)

Dari persamaan (2.4.38), perSamaan (2.4.42) dapat ditulis kembali menjadi
g =—=1+2rf(&) — (r* = h? — *) f2(&,). (2.4.43)

Selesaikan persamaan (2.4.38) dan (2.4.40) sehingga diperoleh solusi untuk
cos(§,) dan sin(§,) sebagai berikut;

FlErs+ ge)h — s
CEE O

cos(6,) = -

sin(e,) = — "= 9E)s £RI(G)r (2.4.44)

(s + h2) f (&)

Dengan melakukan cara yang sama pada kasus (i), diperoleh

B /(&)
—7 f(€) — cos(wy) + cos(wi) f (§)r + sin(wi)g(En)’

— cos(wi)g(&n) + sin(wy) f(§)r — sin(wy)
—rf(&) — cos(wy) + cos(wy) f (&) + sin(wy)g(&n)

f(&ntr) (2.4.45)

9(&nt1) = (2.4.46)
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Kasus (iii): ¢ =0

Pandang kembali persamaan karakteristik dari versi homogen persamaan
(2.4.17) yang diberikan oleh persamaan (2.4.18). Untuk kasus ¢ = 0, akar-akar
karakteristik dari versi homogen persamaan (2.4.17) diberikan oleh m; 5 = 0. Jadi

solusi homogennya adalah
ERESTES ANBSy | (2.4.47)

dengan A dan B suatu konstanta integrasi.

Untuk menentukan solusi partikular, misalkan

wp = DE? (2.4.48)

n’

sehingga dari persamaan (2.4.17) diperoleh D = &. Jadi solusi partikularnya

adalah

1
T §pr§,2l. (2.4.49)

Dengan demikian solusi-umum dari persamaan (2.4.17) untuk kasus g < 0 adalah
Lo o
w=wy +wp = §(pr£n + C1&, — Cy), (2.4.50)

dengan C; = 2B dan Cy, = —A.
Substitusikan persamaan (2.4.50) ke persamaan (2.4.12) dan (2.4.14), se-

hingga diperoleh berturut-turut

2

f&n) = € ChE, = Cy) (2.4.51)
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dan

L 2pr&, + C4
9(&n) = e L O Co)p (2.4.52)

Dengan mengkuadratkan persamaan (2.4.52) diperoleh

Ap*r2€2 + 4rp€,Cy + C?
P6) = 2 f PenCh — (2.4.53)
(pré2 + Cién — C2)7p

Selanjutnya manipulasi aljabar dan penyederhanaan pada persamaan (2.4.53)

ERSITA

diperoleh

Ar - C? + 4Cypr
(pré2 + Ciga— Co)p.. (pré2 +.C1&, — CHp?

9*(&n) = (2.4.54)

Dari persamaan (2.4.51), persamaan (2.4.54) dapat ditulis kembali menjadi

2rf(§n) + (Cl2 + 4C2p7")f2(§n)
4p? ]

g° (&) = (2.4.55)

Penyelesaian persamaan (2.4.51) dan persamaan (2.4.52) untuk C dan Cs

diberikan oleh

_2p(f(&)r + g(6n))

o — &) (2.4.56)

dan
&) + 297 (Ea)p + 2
Cy &) . (2.4.57)
Dengan cara yang sama pada kasus (i), kita peroleh
2/ (&)

FEnss) = e — 209(En 2 (2455

dan

prowi f(&n) — 2pg(&n)wi +2°
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2.4.3 Langkah-Langkah Metode Persamaan Riccati Proyek-
tif
Adapun langkah-langkah umum dalam metode ini adalah:

(i) Lakukan transformasi gelombang berjalan

un(t) = U(én)a

dengan &, = dn 60} &, ke bersarﬁaan difetensial-beda yang ingin disele-

saikan.

(ii) Tulis solusi persamaan yang dihasilkan pada langkah (i) dalam bentuk

U (¢S AO+Z(A@-f(5n)+Big<5n>>fi-1(sn>, (2.4.60)

dimana A, A;, B; adalah konstanta-konstanta yang akan ditentukan nilainya
nanti, N diperoleh dengan melakukan proses dominant balance, yaitu antara
orde tertinggi yang muncul pada suku nonlinier dan suku turunan, sedang-
kan f(&,) dan ¢(&,) memenuhi persamaan Riccati proyektif (2.4.6) dan
(2.4.7). Perhatikan béhwa p.ersamaan Riccati prc;yektif tersebut mempu-

nyai tiga tipe solusi (lihat pembahasan pada subbab sebelumnya).

(iii) Substitusikan persamaan (2.4.60), persamaan Riccati proyektif (2.4.6) dan
(2.4.7) ke dalam persamaan yang dihasilkan pada langkah (i) dan tetapkan
nol untuk semua koefisien dari f%(&,)g’(&,), dengan j = 0,1 dan = 0,1, ...,
sehingga diperoleh sistem persamaan aljabar nonlinier terhadap Ag, A;, B;,

c, d.
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(iv) Selesaikan sistem persamaan yang dihasilkan pada langkah (iii) dengan ban-

tuan software Maple, sehingga diperoleh solusi untuk Ag, 4;, B;, ¢, d.

(v) Substitusikan nilai-nilai Ay, A;, B;, ¢, d yang diperoleh ke persamaan (2.4.60),

sehingga didapatkan solusi untuk persamaan diferensial-beda.

NIVERSITAS ANDA[ 4 ¢

r
=

) a2

_..--'-'\f-'-..__



BAB III

PENERAPAN METODE PERSAMAAN

RICCATI PROYEKTIF

Pada bab ini akan dibahas penerapan metode persamaan Riccati proyektif

pada penyelesaian persamaan Lotka-Voltera dan KdV diskrit.

3.1 Persamaan Lotka-Voltera Diskrit

Pandang kembali persamaan Lotka-Voltera diskrit, yaitu:

u, = un(un—i—l_un—l)-

Dengan melakukan transformasi gelombang berjalan

un<t) = U(fn)a

dimana &, = dn + ct + &, persamaan (3.1.1) menjadi

U'(&) = U(&)U(&ns1) = U(&ur)]-

Selanjutnya tulis solusi persamaan (3.1.2) dalam bentuk

N

U6) = Ao+ Y (Aif (&) + Big(&)) 7' (&),

=1

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)
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Substitusi persamaan (3.1.3) ke persamaan (3.1.2) menghasilkan
(ALf () +B1g (§n) AN AN f () + B SV (60)g (6n)

+By(N = 1)(g(&) + N2 &) f (&)
= Aoy (f(€r1) — F(Eam)) + A0Bu(9(Eurr) — 9(Enr))
FAFENF(Enrn) = FEam1)) + A B (E)(9(Enr1) — 9(E0)) + ..
+ A B &I N L) T BN AS ) () + -
+ A% P G (o) = XEED) (3.1.4)
+ Ay Brg(€) ™ HERN Ena) — £ E21)
AN By Y () (9 €V Ert) = 9(E0) YT (€0ma))-

Pada persamaan (3.1.4), diketahui bahwa orde tertinggi dari suku turunan adalah
(N—1)m—+(m+1) = Nm+1, sedangkan orde tertinggi dari suku nonlinier adalah

2Nm. Dengan menggunakan prinsip dominant balance, berlaku
Ny~ th = ZINTR 3o g, — JIns>

Karena N dan m bilangan bulat positif, maka haruslah N = 1 dan m = 1. Dengan

menggunakan N = 1, maka persamaan (3.1.3) menjadi

U, = Ao+ Aif(&) + Big(&), (3.1.5)

dimana f(,) dan g(&,) memenuhi persamaan Riccati proyektif (2.4.6) dan (2.4.7).
Selanjutnya akan kita tinjau perkasus menurut analisis metode persamaan

Riccati proyektif yang telah dibahas pada bab sebelumnya.
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Kasus (i): pg <0

Berdasarkan penjelasan pada bab sebelumnya, pada kasus ini terdapat

hubungan antara f(&,) dan g(&,) yang diberikan oleh

G(&n) =1 =20 f (&) + (r* + 1% = 5%) [*(&). (3.1.6)

Selanjutnya dari persamaan (2.4.33) dan (2.4.34) diperoleh

L WA

Fl&nr) = —sinh(w11)g(&,) — rf (&) + cosh(wy) f(&)r — cosh(wiy)’ (3.1.7)
o(Enss) = — sinh(wgy) — cosh(w+1)g(&r) + sinh(wyq ) f(E,)r (3.18)

—f(&n)r = sinh(@:1)g(6n) +7f(§n) cosh(wys) — cosh(wy)

Karena wy = &4 — &, dan &, = dn + ct + &, maka w; dapat ditulis sebagai
w1l = dlEREE L £ _ (dn bl &) = d,

W =g =&n=dln—1) Fet+& — (dn ittt + &) = —d.

Dengan mengganti wy; = +d, substitusikan persamaan Riccati proyektif (2.4.6)-
(2.4.7), persamaan (.3.1'.6)7 (3.1.7) dan (3.1.8) ke dalam persamaan (3.1.4) untuk
N = 1. Selanjutnya tetapkan nol untuk semua koefisien dari f%(¢,)g’(&,), dengan

j=0,1dan¢=0,1,..., sehingga diperoleh sistem persamaan nonlinier berikut:
g% 2(A; — Agr) sinh(d) + cr = 0,

¢ : eBi(s*—h*—3r*)4+2A0 By (h*—s*) sinh(d) cosh(d) —2(3A4, — Ayr) sinh(d) = 0,

g% : cer[(s*—h?) cosh(d)+2(25*—h?—2r?)] cosh(d)+c(—3s*+3h*+4r?)
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+2A,[(2r* — 5* + h?) + (—s* + h?) cosh(d)] sinh(d) + 24, sinh(d) = 0,
g% [(r*h* — 2h2s® + h* 4 s*) cosh(d) + 2(h? — 25% — r?)] cosh(d)
+2(h* — r* +3r? — 3r?h?) = 0,
ftg' s —cAy +2(AgA, — Bir)sinh(d) = 0,
29" : [(A}+Bir)+ B} cosh(d)] sinh(d) — cA;7(h* — s%) cosh(d) + A7 = 0,
F2g': [(h? — s%) cosh(d)H2r2 5 .(8.2'—;.}.1.'2 - 7‘2)] cosh(d) = 0.

Dengan menggunakan bantuan software Maple, diperoleh solusi untuk sistem per-

samaan di atas sebagai berikut:

Ay = —2A¢r H2Agr cosh(d), B; =0,

Ji
= 2Aq sinh =4y /82— — 1.
c osinh(d), h \/s T+ cosh(d)’ (3.1.9)

dengan Ay, d, s, danr adalah konstanta sebarang, asalkan

2
- 2r

O Apy — 3.1.10
< 1 + cosh(d) ( )

LS

Perhatikan bahwa penetapan d > 0 di awal menjamin nilai pecahan pada para-
meter h tetap terdefinisi.
Selanjutnya substitusikan parameter-parameter pada persamaan (3.1.9) ke

persamaan (2.4.22) dan (2.4.23), sehingga didapatkan solusi

—2Agr + 2Agr cosh(d)

() ZUE) = A+ 2
r + scosh(&,) £ \/52 — 20 sinh(&,)

(3.1.11)
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dimana &, = dn + 2Agsinh(d)t 4+ &, dengan Ay, d,r, s dan & adalah konstanta-
konstanta yang dapat dipilih sebarang namun memenuhi syarat (3.1.10).

Khusus untuk nilai-nilai konstanta
Agzd:T:S:L 50:0,

dan dengan mengambil tanda +, profil solusi (3.1.11) pada saat ¢t = 0 dan ¢ = 10
ditunjukkan oleh Gambar 3.1.1y Darirgambarn tersebut dapat dilihat bahwa solusi
yang diperoleh merupakan soliton yang berjalan ke arah kiri dengan kecepatan

konstan ¢ = 24, sinh(d) ~ 2, 35.

—— e —— =10

—_—— =0

lu O
5]

Gambar 3.1:1. 'Profil' Solusi Persamaan Lotka Voltera Diskrit untuk Kasus (i)

Kasus (ii): pg >0

Berdasarkan penjelasan pada bab sebelumnya, hubungan antara f(§,) dan

9(&,) pada kasus ini diberikan oleh

&) = —1+2rf(&) = (r* = h* = ) [*(&). (3.1.12)
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Selanjutnya f(&,+1) dan g(§,+1) dapat diperoleh dari persamaan (2.4.45)

dan (2.4.46), yaitu

f(&ne1) — f(&n)
n = f(€) = cos(d) + cos(Ed) f(€)r + sin(Ed)g (&)’
9(Ens1) = — cos(+d)g(&n) + sin(dd) f(§)r — sin(+d)

—7f(§n) — cos(d) + cos(d) f(&n)r + sin(£d)g(&n)’

dengan mengganti wy; = +d. Dengan cara yang sama pada kasus (i), diperoleh

sistem persamaan norl-linfef -.b.e.rikut:
f9° . By + Ag[AoB; + Agcos(d)] sin(d) — B, cos?(d) = 0,

g% [(—4A0+3A))r+ A cos(d)] sin(d) +r(c—3By) +3Br cos*(d) = 0,
29" : Bi[(—r* + s* + h?) cos(d) + 2¢r?] cos(d)
+(540r% — 8A1r — Agh?® — Ays®)s?sin(d) — 3r(c+1r) = 0,
f3q° : [r(ch® — Bih? — B18* + By + ¢s%) + Agr(h* — %) + A1 (h* + 5%) sin(d)] cos?(d)
+(240r° =B3A,7%— 2A5h° = 2_A182) sin(d) cos(d)
+ (=247 + 7.A1I7“2 — 3.Alh2 —3A;s°+ Agrh?® + Agrs?) sin(d)
+7(—2¢s* + 2ch?® — 4cr?) sin(d) + By(s* + h? — r?)
+c(4r® — 3rh? — 3rs?) = 0,
49 e[h?(r* 4 5%) + 5% (s* — r%)] cos(d)
+[AL((rs* + h* — 2r%) + 1r(—5% 4+ 2r% — h?) cos*(d))] sin(d)

+c(3r?h? — hs? — 2r* 4+ 3r?s* — s* — h?) =0,
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ftg' : 2(=2B3r — AgA;) sin(d) — By (Ag — A1) cos?(d)
+B1(Agr — A1) + Ai(c — By) =0,
f2g' : Bi[(s*+h?) cos(d) + (—3r® — 2h* — 25?)] sin(d) cos(d)
+ (—2A] + 5Bjr? — Bih? — Bis?)sin(d) + A;[—1 + 2¢r] cos(d) + Ay Byr = 0,
f3g' : (s* + h?)[cA; — Birsin(d)] cos®(d)
+ B2 sin(@)(=2r o aY B8 L a8 A2 o

Dengan bantuan software Maple, diperoleh solusi untuk A;, By, ¢, w sebagai ber-

ikut:
4407 (=12 + 5% + h?)
fd A /T E T S 72
C ==
h? + s? ’
+2rvVh2 + 52 — 12 292 — b2 — 52
& “=arctan < 22 e , (3.1.13)

dengan Ag, r, s, dan h adalah konstanta sebarang asalkan s # 0, h # 0 dan
s + h? > 12 Substitusikan parameter-parameter pada persamaan (3.1.13) ke

persamaan (2.4.38) dan (2.4.40), diperoleh solusi

—4rAg(s* + h? —r?)

RS UiGa) =8 . (3.1.14
Un(t) (&) o+ (s2 4 h2)(r 4+ scos(&,) + hsin(&,)) ( )
dimana

¢, = arctan E2VIE st - 2 - n+ 4er\/mt + &

n s2 4+ h2 T2+ p2 2 12 0-
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Profil solusi (3.1.14) pada saat t = 1 dan ¢ = 5 untuk nilai-nilai konstanta
AQ:CZ:T:S:L &):0,

dan dengan mengambil tanda +, ditunjukkan pada Gambar 3.1.2. Dari gambar
tersebut dapat dilihat bahwa solusi berjalan ke arah kanan sambil berosilasi secara

bergantian di setiap site-n.

u

Gambar 3.1.2. Profil Solusi Persamaan Lotka-Voltera Diskrit untuk Kasus (ii)

Kasus (iii): ¢=0

Berdasarkan penjelasan pada bab sebelumnya, pada kasus ini terdapat

hubungan antara f(&,) dan g(&,) yang diberikan oleh

2f(&) , (C+4Copr) f(6)

9*(&) = e (3.1.15)

Selanjutnya dari persamaan (2.4.58) dan (2.4.59) dan dengan mengganti
w41 = =+d, diperoleh

2f(&n)
prd® f(&,) — 2pg(&n)(£d) + 2

f(ns1) = (3.1.16)
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dan

29(&n) — 2 (&n)r(£d)

9bua) = prd? f(&n) — 2pg(&n)(£d) +2°

(3.1.17)

Dengan cara yang sama pada kasus (i), diperoleh sistem persamaan nonlinier

berikut:

" c+2dA, =0,

U8 ReCopr 43 A5 CP LS4 T 8~ C2 — 4Cypr)

f2q° : Ad?pr(Aprd — c)- — - =0,
p p
4dA,C?
30 — pl L+ dr(—2cdC? — 8cprdCy + cr?d®p? — 16A,C, + 4A, Byrd?p) = 0,
04
g0 - —4—; — C2r(2C? — 4pr) + d*pr®(C; + prC;) = 0,

flg' s —d(AoAip + 8Bir) + 4peA; = 0,

2862
.

g p(—4(pcAyrd — 2(A% <l B%CQT)) — 4Bf7“2d2)
b

20,
f3q': C? 4 4pCyr — 3r?d* = 0.

Dengan bantuan software Maple, diperoleh solusi untuk Ay, By, ¢, Cy sebagai ber-
ikut:

02 2 2d2
Ay = —2d%rAgp, B, =0, c=2dA,, C, = —%, (3.1.18)

dengan Ay, r,p,d, C; dapat dipilih sebarang asalkan r # 0 dan p # 0.

Substitusikan parameter-parameter pada persamaan (3.1.18) ke persamaan

(2.4.51) dan (2.4.52), sehingga didapatkan solusi

2Aod*pr
u,(t) =U&) = Ao— 0 e (3.1.19)

plr‘g'r% + Clg’n - 4rp
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dengan &, = dn + 2Aydt + &.
Profil solusi (3.1.19) pada saat ¢ = 1.1 dan ¢ = 5.1 untuk nilai-nilai kon-

stanta Ag =7 =p =d = C; =1 dan & = 0 ditunjukkan pada Gambar 3.1.3.
Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi yang diperoleh merupakan soli-

ton yang berjalan ke arah kiri dengan kecepatan konstan ¢ = 2A4,d = 2.

— —o—— =51
/!

—s— =11
i
/

U0

Gambar 3.1.3. Profil Solusi Persamaan Lotka-Voltera Diskrit untuk Kasus (iii)

3.2 Persamaan KdV Diskrit

Pandang kembali persamaan KdV diskrit

Uy = ui(unJrl_un*l)'

(3.2.1)

Dengan mensubstitusikan transformasi gelombang berjalan

un(t) = U(&),
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dengan &, = dn + ct + &, pada persamaan (3.2.1), diperoleh

CU,(fn) = U2<€n>[U(£n+1) _U(gnfl)]- (3'2'2)

Asumsikan solusi dari persamaan (3.2.2) dapat ditulis dalam bentuk

U€) = Ao+ Aif(&) + Big(&) + Ao f*(&) + Baf(€2)9(6). (3.2:3)

Dalam hal ini f(&,) dan ¢g(&,) memenuhi persamaan Riccati proyektif (2.4.6) dan
(2.4.7).
Selanjutnya akan kita tinjau perkasus menurut analisis metode persamaan

Riccati proyektif yang telah dijelaskan pada subbab sebelumnya.
Kasus (i): pg <0

Dengan melakukan prosedur yang sama seperti penyelesaian pada per-
samaan Lotka-Voltera, pada kasus ini diperoleh tiga keluarga solusi untuk nilai-

nilai parameter, yaitu:
Ay = —Agr +cosh(d)Agr, Ay =By =By =0,
¢ =2sinh(d)A2, h=+s2—12, (3.2.4)
Ay = Ag(1 — cosh?(d))(h® — s?), Ay =B, =By=r=0,
¢ = 2A2 sinh(d) cosh(d), (3.2.5)

Ay = 2(cosh(d) — 1)rdy, Ay = —2(cosh(d) — 1)r*Ag, By = By =0,
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c=2sinh(d)A2, h=+s. (3.2.6)

Substitusikan parameter-parameter pada persamaan (3.2.4) ke persamaan
(2.4.22) dan (2.4.23), diperoleh solusi tipe I

—Agr + Ag cosh(d)r
r + scosh(&,) = v/s2 — r2sinh(¢,)’

u(t) =UE) = Ao+ (3.2.7)

dimana &, = dn + 2A2sinh(d)t + &, dengan Ay, d,r, s dan & adalah konstanta-
konstanta yang dapat dipilih _se:ba_r.a_ng. der}gan syarat s? > r2. Profil solusi (3.2.7)
pada saat t =1 dan t = 10.untuk nilai-nilai konstaﬁta Ag=d=r=s=1dan
dengan mengambil tanda +, ditunjukkan pada Gambar 3.2.4. Dari gambar terse-
but dapat dilihat bahwa solusi yang diperoleh merupakan soliton yang berjalan

secara konstan ke arah kiri dengan kecepatan ¢ = 242 sinh(d) ~ 2.35.

135 T T T T I L
— — e — - =10

—_—— =1

u

Gambar 3.2.4. Profil Solusi Tipe I dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (i)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan parameter-parameter pada persamaan
(3.2.5) ke persamaan (2.4.22) dan (2.4.23), diperoleh solusi tipe II

Agr + (1 — cosh?(d))
(scosh(&,) + hsinh(g,))?’

u(t) =U(&) = Ao+ (3.2.8)
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dimana &, = dn + 2A2sinh(d) cosh(d)t + &, dengan Ay, d,h,s dan & adalah
konstanta sebarang. Profil solusi (3.2.8) pada saat ¢ = 0 dan ¢t = 10 untuk nilai-
nilai konstanta Ay = d = h = s = 1 dan & = 0 ditunjukkan pada Gambar 3.2.5.
Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi yang diperoleh merupakan solusi
konstan yang berjalan ke arah kiri dengan kecepatan ¢ = 2A2sinh(d) cosh(d) ~

3,62.

—— e —- =10

— e =0

u 0

I—e—— s — 8 — G —— o — & — G —— B — F — & —O— —O— & — & —O—

0.95— —

09— —

0.85 — —

08— —

Gambar 3.2.5. Profil Solusi Tipe II dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (i)

Akhirnya, dengan mensubstitusikan parameter-parameter pada persamaan

(3.2.6) ke persamaan (2.4.22) dan (2.4.23), diperoleh solusi Tipe 111

2(cosh(d) — 1)rAg

u,(t) =U(E) = Ao+ (r + scosh(&,) + ssinh(&,))’

_ 2(cosh(d) — 1)r?Ag
(r 4+ scosh(&,) £ ssinh(£))?’ (3.2.9)

dimana &, = dn + 2A2sinh(d) cosh(d)t + &, dengan Ay, d, h,s dan &, konstanta

sebarang.
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Profil solusi (3.2.9) pada saat t = 0 dan ¢ = 10 untuk nilai-nilai kon-
stanta Ay =d = h = s =1 dan & = 0 ditunjukkan pada Gambar 3.2.6 (dengan
mengambil tanda +). Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi yang diper-

oleh adalah soliton yang berjalan secara konstan ke arah kiri dengan kecepatan

¢ = 2A2sinh(d) cosh(d) ~ 3, 62.

— —— — =10

— e t=0

-30 -20 -10 0 10 20 30

Gambar 3.2.6. Profil Solusi Tipe III dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (i)

Kasus (ii): pg >0

Dengan mengikuti prosedur seperti pada persamaan Lotka-Voltera, pada
kasus ini sistem persaman nonlinier yang terbentuk mempunyai tiga keluarga

solusi untuk nilai-nilai parameter, yaitu:

Al = Ao COS(d)T — A()T’, C = 2A8 Sin(d), h=+v r2 — 82, A2 = B1 = B2 = 0,

(3.2.10)



Ay = —Agsin®(d)(s* + h?), c=2A%sin(d)cos(d), A =By =DBy=1r=0,

Ay = —=2rAp(cos(d) — 1), A; =2rAp(cos(d) —1),
c=2A%sin(d), h=d4is, B; = By=0. (3.2.12)

Substitusikan nilai-nilai parameter pada persamaan (3.2.10), (3.2.11) dan

(3.2.12) ke persamaan (3.2.3), sehingga berturut-turut diperoleh

e Solusi Tipe |

Ag cos(d)r — Aor
T+ scos(&p )£ V1?2 = s2sin(§,)

dimana &, = dn + 2A%sinh(d)t + &, dengan Ay, d, h, s dan & adalah kon-

(1) = Uln) o= Ao+ . (3.2.13)

stanta sebarang namun niemenuhi r2 > s2.

e Solusi Tipe 11

Agsin®(d)(s? + h?)
(scos(&,) =+ hsinh(¢,))?’

Uy (t) (3.2.14)

U(gn) = Ao —
dimana &, = dn + 2A§sin(d) cos(d)t + &, dengan Ag,d, h,s dan & adalah

konstanta sebéraflg.

e Solusi Tipe III

2rAp(cos(d) — 1)
(r + scos(&,) £ issinh(¢,))

u,(t) =U(&) = Ao+

_ 2r2 Ag(cos(d) — 1)
(r + s cos(&,)  issin(&,))?’ (3:2.15)

dimana &, = dn+2A2sin(d)t+ &y, i = /—1, dengan Ay, d,r, s dan & adalah

konstanta sebarang.
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Profil solusi (3.2.13) pada saat ¢t = 0 dan ¢t = 10 untuk nilai-nilai konstanta
Ap=d=h=s=1dan £ = 0 (dengan mengambil tanda +) ditunjukkan pada
Gambar 3.2.7. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi yang diperoleh
berjalan ke arah kiri dengan kecepatan konstan ¢ = 2AZsinh(d) ~ 2,35 sambil

berosilasi di setiap site-n.

I
P ?
{ ¥ VY

|
N 'l’
&

e

Gambar 3.2.7. Profil Solusi Tipe I dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (ii)

Adapun profil solusi (3.2.14) pada saat ¢ =0 dan ¢ = 10 untuk nilai-nilai
konstanta Aqg = d = h = s =1-dan & =0 ditunjukl_{an pada Gambar 3.2.8.
Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi yang diperoleh berupa soliton
yang berjalan ke arah kiri dengan kecepatan konstan ¢ = 2A2 sin(d) cos(d) ~ 3, 62
dimana puncaknya mengalami osilasi.

Selanjutnya profil solusi (3.2.15) pada saat ¢ = 0 dan ¢ = 10 untuk nilai-
nilai konstanta Ag = d =r = s = 1 dan { = 0 (dengan mengambil tanda +)
ditunjukkan pada Gambar 3.2.9. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa solusi

vang diperoleh berjalan ke arah kiri dengan kecepatan konstan ¢ = 242 sin(d) ~
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Gambar 3.2.8. Profil Solusi Tipe IT dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (ii)

0.03 sambil mengalami osilasi secara bergantian di setiap site-n.

x
4

lu ®1

Gambar 3.2.9. Profil Solusi Tipe III dari Persamaan KdV Diskrit untuk Kasus (ii)

Kasus (iii): ¢ =0

Pada kasus ini, sebagaimana prosedur yang dilakukan pada persamaan

Lotka-Voltera, diperoleh sistem persamaan nonlinier untuk parameter yang meng-
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hasilkan solusi

Agprd? 282
A= DT g, - P2 g
1 2 ) 2 A0p2d27 1 )
1682 + AZp?diC?
c=2A2d, Cp=— 2 AP d O (3.2.16)

4 A d*p3r ’
dimana Ag # 0,d # 0,7 # 0, dan p # 0.
Substitusikan nilai-nilai parameter pada persamaan (3.2.16) ke persamaan

(2.4.51) dan (2:4:52)] sehinpgh diperoleh SoMisiA [ -

Aod?pr

—16B3+A3d*p>C?

U (t)
p?"&% o Clg’n o 4A(2)d4p3r

U(gn) - e

¥ 8B2A; p~2d2 + 2By(2pré, + Cy)p~!

9 —16B3+A2d4p2C?} ’
(p?fn HCG + — e

(3.2.17)

dimana &, = dn + 2A43dt + &, dengan d, C', Ag, Ba, p,r dan & dapat dipilih se-
barang asalkan Ag # 0, d # 0, r # 0 dan p # 0.

Profil solusi (3:2:17) pada saat ¢ = 0 dan ¢ = 10 untuk nilai-nilai konstanta
d=C) = A =By=p= = 1 dan & - 0 ditunjukkgn pada Gambar 3.2.10.
Dari gambar tersebﬁt aapat dilihat bahwa solusi yéng diperoleh berupa soliton

yang mengalami osilasi dan berjalan ke arah kiri dengan kecepatan konstan ¢ =

2A2d = 2.
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Gambar 3.2 untuk Kasus (iii)



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Pada tesis ini telah dijelaskan penurunan metode persamaan Riccati proyek-
tif dan langkah-langkahnya dalam menyelesaikan persamaan diferensial beda. Se-
cara khusus, metode ini digunakan untuk menyelesaikan persamaan Lotka-Voltera
dan Korteweg-de Vries diskrit. Dari perhitungan yang dilakukan diperoleh bebe-

rapa solusi, termasuk solusi soliton.

4.2 Saran

Penetapan bentuk solusi dari persamaan KdV pada tesis ini adalah berdasar-
kan asumsi. Hal ini sebaiknya perlu dijustifikasi dengan menggunakan sifat Painleve
diskrit [5]. Selanjutnya metode persamaan Riccati proyektif ini disarankan juga
dapat diterapkan dalam menyelesaikan persamaan diferensial beda nonlinier yang
lain, seperti persamaan Ablowitz-Ladik dan persamaan Schrodinger saturable

diskrit.
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