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ABSTRAK

Dalam artikel ini dikaji kestabilan model penularan penyakit malaria. Pada

model ini populasi dibagi menjadi 3 subpopulasi, Susceptible (S), Infected

(I), dan Recovered (R). Model ini memiliki dua titik ekuilibrium yaitu titik

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit.

Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan pada kedua titik ekuilibrium

tersebut yang menunjukkan bahwa kedua titik ekuilibrium tersebut stabil

asimtotik. Untuk melihat implementasi dari model diperlukan simulasi

numerik dengan bantuan software Maple.

Kata Kunci : Kestabilan Model, Malaria , Stabil Asimtotik.
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ABSTRACK

This article examines the stability of the malaria transmission model. In this

model the population is divided into 3 subpopulations, Susceptible (S),

Infected (I), and Recovery (R). This model has two equilibrium points,

namely the disease-free equilibrium point and the disease-endemic equilibrium

point. Furthermore, a stability analysis was carried out at the two equilibrium

points which showed that the two equilibrium point were asymptotically stable.

To see the implementation of the model, a numerical simulation is needed

with the help of Maple software.

Keywords : Asymptotically Stable, Malaria, Model Stability.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Word Health Organization (WHO), melalui estimasi demografi

dalam World Malaria Report 2018, melaporkan bahwa terdapat kasus

malaria sebanyak 212 juta orang dengan 435.000 orang mengalami kematian

di seluruh dunia akibat malaria [16]. Malaria adalah salah satu penyakit

menular yang mengancam jiwa yang disebabkan oleh parasit Plasomodium

dan terjadi melalui gigitan nyamuk betina yang terinfeksi dari spesies

Anopheles [17].

Indonesia merupakan wilayah dengan iklim tropis dan subtropis

yang disukai oleh nyamuk Anopheles sp. Berdasarkan data Kementrian

Kesehatan (Kemenkes) pada tahun 2022 terdapat kasus malaria sebanyak

415.140 kasus. Jumlah kasus tersebut melonjak 36,29 % dibandingkan pada

tahun sebelumnya [18]. Melihat tingginya tingkat penularan malaria, maka

pencegahan malaria sangat penting dilakukan. Menurut anjuran Kemenkes

RI, dapat dilakukan beberapa upaya untuk mencegah malaria, yaitu

membersihkan lingkungan dengan air mengalir dan membersihkan peralatan

rumah secara rutin, menutup penampung air saat tidak digunakan,

menggunakan obat anti nyamuk dan kelambu saat tidur untuk menghindari



gigitan nyamuk, dan menghindari aktivitas di dekat perairan saat malam

hari karena nyamuk malaria lebih aktif di malam hari [2].

Beberapa peneliti sebelumnya telah memodelkan masalah yang

berkaitan dengan penularan penyakit malaria ke dalam model matematika.

Salah satu penelitian yang dilakukan oleh Osman dan kawan-kawan [13] yang

membagi model matematika menjadi empat kelompok populasi yaitu

Susceptible Humans (S), Exposed Humans (E), Infectious Humans (I), dan

Removed Humans (R). Kemudian, mereka mempertimbangkan model

transmisi malaria SEIR − SEI antara manusia dan nyamuk. Peneliti

lainnya yaitu, Affandi [1] yang membagi model matematika menjadi tiga

kelompok populasi yaitu Susceptible (S), Infected (I), dan Removed (R).

Peneliti ini menganalisis tingkat infeksi malaria dengan menggunakan model

distribusi malaria.

Untuk mengetahui dinamika penularan penyakit malaria di

Indonesia, model matematika dapat digunakan sebagai suatu alternatif

dalam merepresentasikan permasalahan yang terjadi. Model yang digunakan

dalam penelitian ini adalah model SIR (Susceptible, Infected, Recovery) yang

dimodifikasi dari model yang ada pada [12]. Model tersebut dimodifikasi

dengan menambahkan parameter (ω) yaitu laju individu yang sembuh

kembali ke individu rentan. Selanjutnya, akan dilakukan analisis kestabilan

model yang ditentukan dari nilai eigen matriks Jacobian dari masing-masing

titik ekuilibrium untuk mengetahui apakah penyakit malaria terus menular

atau menghilang dari populasi. Kemudian, solusi sistem penyakit malaria
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disimulasikan secara numerik dengan menggunakan software MAPLE.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang akan dikaji

pada penelitian ini adalah:

1. bagaimana mengkonstruksi model modifikasi SIR penularan penyakit

malaria di Indonesia dengan tambahan parameter laju individu yang

sembuh kembali ke individu rentan,

2. bagaimana menganalisis kestabilan model modifikasi SIR penularan

penyakit malaria di Indonesia,

3. bagaimana simulasi numerik model modifikasi SIR penularan penyakit

malaria di Indonesia.

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini akan digunakan model modifikasi SIR yang

diimplementasikan pada data penderita penyakit malaria di Indonesia untuk

tahun 2022, yang datanya diperoleh dari Badan Pusat Statistika (BPS) dan

Kementrian Kesehatan Republik Indonesia.

1.4 Tujuan Penulisan

Berdasarkan permasalahan di atas, maka tujuan dari penulisan pada

penelitian ini adalah:

3



1. untuk mengetahui dinamika model modifikasi SIR yang menggambarkan

penularan penyakit malaria di Indonesia,

2. untuk mengetahui kondisi bebas dan kondisi endemik penularan penyakit

malaria di Indonesia,

3. untuk mengetahui tingkat penularan penyakit malaria di Indonesia.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan pada penelitian ini terdiri dari empat bab. Bab I memuat

latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan, dan

sistematika penulisan. Bab II berisi tentang materi dasar dan materi

pendukung yang akan digunakan untuk menyelesaikan permasalahan pada

penelitian ini. Bab III berisi tentang hasil konstruksi model modifikasi

penularan malaria, analisis kestabilan sistem, dan simulasi numerik dari

model SIR penularan penyakit malaria. Bab IV berisi tentang kesimpulan

hasil penelitian.
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BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini disajikan model dasar penyebaran penyakit, teori-teori

persamaan diferensial, dan analisis kestabilan model SIR yang akan digunakan

pada Bab III.

2.1 Teori Dasar Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau simbol yang disusun dalam

baris dan kolom sehingga membentuk suatu bangun persegi atau persegi

panjang. Bilangan atau simbol dalam matriks disebut entri matriks. Entri

matriks yang muncul di baris i dan kolom j dari matriks A dilambangkan

dengan aij. Jika matriks A memiliki m baris dan n kolom, maka maktiks A

disebut sebagai matriks berukuran m× n yang dinyatakan sebagai berikut:

A =


a11 · · · a1n

...
...

...

am1 · · · amn


Definisi 2.1.1. [3] Misalkan A adalah matriks berukuran n× n. Suatu vektor

tak nol x ∈ Rn dikatakan vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar

dari x, yaitu

Ax = λx (2.1.1)



untuk suatu skalar λ. Skalar λ disebut nilai eigen dari A dan x disebut sebagai

vektor eigen yang berkaitan dengan λ.

Untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A, maka

persamaan (2.1.1) dapat ditulis, sebagai

(A− λI)x = 0, (2.1.2)

dengan I adalah matriks identitas n × n. Persamaan (2.1.2) memiliki solusi

tak nol jika dan hanya jika

det(A− λI) = 0. (2.1.3)

Persamaan (2.1.3) dikatakan sebagai persamaan karakteristik bagi matriks A.

2.2 Polinomial

Polinomial atau suku banyak adalah bentuk persamaan yang

melibatkan jumlahan perkalian pangkat dalam satu atau lebih variabel

dengan koefisien. Bentuk umum dari suatu polinomial adalah,

P (n) = anτ
n + an−1τ

n−1 + ...+ a1τ + a,

dengan an, an−1, ..., a1, a ∈ R merupakan koefisien-koefisien suku banyak, an 6=

0 dimana n adalah bilangan bulat positif, dan pangkat dari x adalah derajat

polinomial.

Untuk menentukan kestabilan sistem digunakan kestabilan

polinomial dengan memperhatikan koefisiennya tanpa perlu menghitung
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akar-akar dari persamaan karakteristik. Secara umum sistem dengan orde ke

n memiliki persamaan karakteristik sebagai berikut,

τn + a1τ
n−1 + ...+ an = 0, (2.2.1)

dengan ai ∈ R untuk setiap i = 0, 1, ..., n dan an 6= 0.

Proposisi 2.2.1. [6] Misalkan a, b, dan c adalah bilangan riil. Nilai-nilai

eigen dari persamaan karakteristik,

τ 3 + aτ 2 + bτ + c = 0

mempunyai bagian riil negatif jika dan hanya jika a, b, dan c positif dan ab−

c > 0.

2.3 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari

satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas.

Berdasarkan banyaknya variabel bebas persamaan diferensial dibedakan

menjadi dua yaitu, Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan

Diferensial Parsial (PDP).

Berdasarkan kehomogenan persamaan diferensial dibedakan

menjadi dua yaitu, homogen dan nonhomogen. Persamaan diferensial

dikatakan homogen jika setiap suku persamaan diferensial memuat variabel

terikat atau turunannya, sedangkan persamaan diferensial dikatakan

nonhomogen jika terdapat suku pada persamaan diferensial yang tidak

memuat variabel terikat atau turunannya.
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Berdasarkan kemandirian persamaan diferensial dibedakan menjadi

dua yaitu, mandiri dan tak mandiri. Persamaan diferensial dikatakan

mandiri jika koefisien (yang menyertai variabel terikat atau turunannya)

bernilai konstan, sedangkan persamaan diferensial dikatakan tak mandiri jika

koefisien (yang menyertai variabel terikat atau turunannya) bernilai tidak

konstan.

Selanjutnya berdasarkan kelinieran persamaan diferensial dibedakan

menjadi dua yaitu:

(a.) Persamaan diferensial linier adalah suatu persamaan yang variabel

terikat atau turunannya muncul dalam pangkat satu, tidak ada

perkalian antara variabel terikat atau dengan turunannya, dan tidak

ada fungsi transenden terhadap variabel terikat.

(b.) Persamaan diferensial nonlinier adalah persamaan diferensial yang tak

linier pada fungsi dan turunannya.

Selanjutnya, beberapa istilah yang terdapat dalam persamaan

diferensial yaitu:

(a.) Orde adalah turunan tertinggi yang muncul pada persamaan diferensial.

(b.) Derajat adalah pangkat tertinggi yang muncul pada persamaan

diferensial [15].

Misal diberikan contoh berikut:

d2y

dx2
+ (

dy

dx
)2 = 0, (2.3.1)
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d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ y = 4cosx, (2.3.2)

2
dy

dx
+ 4x2y = 2x2. (2.3.3)

Contoh tersebut dapat dikelompokan sebagai berikut,

1. Persamaan (2.3.1) adalah PDB orde dua, nonlinier, homogen, dan

mandiri.

2. Persamaan (2.3.2) adalah PDB orde dua, linier, nonhomogen, dan

mandiri.

3. Persamaan (2.3.3) adalah PDB orde satu, linier, nonhomogen, dan tak

mandiri.

2.4 Model Dasar Penyebaran Penyakit

Model dasar untuk penyebaran penyakit pertama kali dirumuskan

pada tahun 1927 oleh Kermack dan McKendrick. Dalam model ini, populasi

diklasifikasikan menjadi tiga kelompok, yaitu rentan (Susceptible), terinfeksi

(Infected), dan sembuh (Recovery). Model ini dikembangkan dengan beberapa

asumsi, yaitu sistem tertutup (tidak ada kelahiran, tidak ada kematian, dan

tidak ada migrasi), populasi homogen, dan penularan penyakit terjadi melalui

kontak antara individu yang rentan dan terinfeksi [4]. Diagram model dasar

SIR diperlihatkan pada Gambar 2.4.1.
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Gambar 2.4.1: Diagram Model SIR

Dari Gambar 2.4.1 dapat dinyatakan model SIR sebagai berikut,

dS

dt
= −βSI,

dI

dt
= βSI − αI,

dR

dt
= αI,

(2.4.1)

dimana S adalah banyak individu kelompok rentan (Susceptible), I adalah

banyak individu kelompok terinfeksi (Infected), R adalah banyak individu

kelompok sembuh (Recovery), β adalah laju penularan penyakit, dan α

adalah laju kesembuhan penyakit. Total populasi dapat dinyatakan sebagai,

N. = S + I +R (2.4.2)

dan akan bernilai konstan jika,

dN

dt
. =

dS

dt
+
dI

dt
+
dR

dt
= 0. (2.4.3)

Pada model (2.4.1), kelompok individu rentan berkontak langsung

dengan kelompok individu terinfeksi dengan laju sebesar β. Terjadinya

kontak tersebut menyebabkan kelompok individu S berkurang sebesar βSI

dan kelompok individu I menjadi bertambah sebesar βSI. Kelompok

individu terinfeksi menjadi berkurang sebesar αI karena individu yang

terinfeksi sembuh dari penyakit, sedangkan kelompok individu sembuh akan

bertambah sebesar αI karena terdapat perpindahan dari individu terinfeksi

ke individu sembuh [4].
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2.5 Kestabilan Sistem

Perhatikan sistem persamaan diferensial nonlinier berikut,

ẋ = h(x). (2.5.1)

Dalam menganalisis kestabilan dari sistem nonlinier (2.5.1), perlu diketahui

keadaan (stabil dan stabil asimtotik) pada titik ekuilibrium [7]. Hal ini

ditunjukkan oleh tiga definisi berikut,

Definisi 2.5.1. [10] Suatu titik ekuilibrium merupakan titik yang memenuhi

persamaan ẋ = h(x) = 0.

Definisi 2.5.2. [3] Misalkan x = (x1, x2, ..., xn) adalah suatu vektor di Rn.

Norm dari x yang dinotasikan dengan ‖x‖, didefinisikan sebagai

‖x‖ =
√
x12 + x22 + ...+ xn2.

Definisi 2.5.3. [10] Suatu titik ekuilibrium xe dikatakan stabil untuk sistem

(2.5.1) jika diberikan ε > 0 terdapat δ > 0 sehingga ‖x(t0) − xe‖ < δ berlaku

‖x(t)− xe‖ < ε untuk setiap t ≥ t0.

Definisi 2.5.4. [10] Suatu titik ekuilibrium xe dikatakan stabil asimtotik untuk

sistem (2.5.1) jika titik ekuilibrium xe stabil dan terdapat δ1 > 0 sehingga

lim
t−→∞

‖x(t)− xe‖ = 0, dengan ‖x(t0)− xe‖ < δ1.

Berdasarkan definisi, suatu titik ekuilibrium dikatakan stabil jika

pada awalnya kurva solusi dekat dengan titik ekuilibrium, maka seiring

bertambahnya waktu posisi kurva solusi tetap dekat terhadap titik

ekuilibrium. Suatu titik ekuilibrium dikatakan stabil asimtotik jika titik
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ekuilibrium stabil dan seiring bertambahnya waktu maka kurva solusi

semakin menuju titik ekuilibrium. Ilustrasi titik ekuilibrium stabil dan stabil

asimtotik ditunjukkan pada Gambar 2.5.1 berikut,

Gambar 2.5.1: (a) Stabil (b) Stabil Asimtotik

Kestabilan titik ekuilibrium xe dapat ditentukan dengan melinierkan sistem

(2.5.1) di sekitar titik ekuilibrium xe menggunakan ekspansi deret Taylor [10].

Perhatikan sistem nonlinier (2.5.1) R2 berikut:

ẋ1 = h1(x1, x2),

ẋ2 = h2(x1, x2).

(2.5.2)

Misalkan fungsi hi(x1, x2), i = 1, 2 memiliki turunan yang kontinu di sekitar

titik ekuilibrium xe = (u, v). Sistem h(x) akan diekspansi menggunakan deret

Taylor dari hi(x1, x2), i = 1, 2 menjadi,

h1(x) = h1(xe) + (x1 − u)
∂h1
∂x1

(xe) + (x2 − v)
∂h1
∂x2

(xe) + suku orde tinggi,

h2(x) = h2(xe) + (x1 − u)
∂h2
∂x1

(xe) + (x2 − v)
∂h2
∂x2

(xe) + suku orde tinggi.

(2.5.3)

Misalkan y1 = x1−u dan y2 = x2−v. Karena xe merupakan titik ekuilibrium

dari persamaan (2.5.2), maka hi(xe) = 0, untuk i = 1, 2. Dengan mengabaikan

suku orde tinggi maka sistem (2.5.3) dapat ditulis menjadi,

ẏ1 = y1
∂h1
∂x1

(xe) + y2
∂h1
∂x2

(xe),

ẏ2 = y1
∂h2
∂x1

(xe) + y2
∂h2
∂x2

(xe).

(2.5.4)
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Selanjutnya persamaan (2.5.4) dapat ditulis dalam bentuk matriks yaitu, ẏ1

ẏ2

 =


∂h1
∂x1

(xe)
∂h1
∂x2

(xe)

∂h2
∂x1

(xe)
∂h2
∂x2

(xe)


 y1

y2

 ,

atau dapat disederhanakan menjadi,

ẏ = Jxey,yεR2. (2.5.5)

Sistem (2.5.5) adalah linierisasi dari sistem (2.5.2) di sekitar titik ekuilibrium

xe = (u, v). Matriks Jxe disebut sebagai matriks Jacobian di sekitar titik

ekuilibrium xe [10]. Secara umum matriks Jacobian di Rn dapat ditulis

dalam bentuk sebagai berikut,

Jxe =



∂h1
∂x1

(xe)
∂h1
∂x2

(xe) · · · ∂h1
∂xn

(xe)

∂h2
∂x1

(xe)
∂h2
∂x2

(xe) · · · ∂h2
∂xn

(xe)

...
...

. . .
...

∂hn
∂x1

(xe)
∂hn
∂x2

(xe) · · · ∂hn
∂xn

(xe)


. (2.5.6)

Berdasarkan hal diatas diperoleh teorema yang menghubungkan nilai

eigen dari matriks Jxe dengan titik ekuilibrium xe.

Teorema 2.5.1. [7] Perhatikan sistem (2.5.5), jika semua nilai eigen dari

matriks Jxe memiliki bagian riil negatif, maka titik ekuilibrium xe stabil

asimtotik.

2.6 Bilangan Reproduksi Dasar (R0)

Bilangan reproduksi dasar (R0) adalah rata-rata jumlah individu

yang terinfeksi akibat tertular oleh satu individu yang sudah terinfeksi.
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Bilangan reproduksi dasar disebut juga dengan parameter ambang batas dan

merupakan parameter yang menentukan apakah suatu populasi bebas

penyakit atau terinfeksi penyakit. Kondisi yang akan timbul berdasarkan

nilai R0 adalah sebagai berikut :

1. jika R0 < 1 maka penyakit tidak menyebar dan akhirnya akan hilang,

2. jika R0 > 1 maka penyakit akan menyebar dan menjadi wabah,

3. jika R0 = 1 maka penyakit akan menjadi endemi [11].

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dengan menggunakan metode

Next Generation Matrix. Metode Next Generation Matrix dikonstruksi dari

kelompok individu terinfeksi. Langkah-langkah menentukan bilangan

reproduksi dasar adalah sebagai berikut [5]:

1. mengkonstruksi matriks Jacobian J yang dibentuk dari matriks transmisi

T dan matriks transisi Σ. Matriks transmisi T adalah matriks yang

menyatakan adanya infeksi baru, sedangkan matriks transisi Σ adalah

matriks yang menyatakan perubahan individu dari kelompok terinfeksi

menjadi kelompok sembuh. Subsistem terinfeksi dapat ditulis dalam

bentuk,

ẋ = [T − Σ] x.

2. mengkonstruksi Next Generation Matrix K = TΣ−1 untuk mendapatkan

nilai eigen terbesar yang merupakan bilangan reproduksi dasar.
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Model Modifikasi SIR Penyakit Malaria

Model modifikasi SIR yang menggambarkan penyakit menular

dibagi menjadi tiga kelompok populasi. Pertama, rentan (Susceptible)

merupakan jumlah populasi yang rentan terhadap penyakit malaria. Kedua,

terinfeksi (Infected) merupakan jumlah populasi yang terinfeksi penyakit

malaria. Ketiga, sembuh (Recovery) merupakan jumlah populasi yang

sembuh dari penyakit malaria. Model dimodifikasi berdasarkan asumsi

sebagai berikut:

1. setiap individu yang lahir langsung masuk ke dalam kelompok rentan,

2. adanya kematian alami setiap individu yang rentan, terinfeksi, dan

sembuh,

3. penyakit dapat menular melalui kontak antara individu dengan nyamuk,

4. individu yang terinfeksi penyakit malaria dapat sembuh dan dapat

mengalami kematian karena penyakit,

5. individu yang sudah sembuh dapat terkena penyakit kembali,

6. individu yang berobat semuanya sudah sembuh.



Diagram model modifikasi SIR penularan penyakit malaria dapat

dilihat pada Gambar 3.1.1 berikut.

Gambar 3.1.1: Diagram Model Modifikasi SIR

Model modifikasi SIR penularan penyakit malaria dapat dinyatakan

ke dalam sistem persamaan diferensial nonlinier berikut,

dS

dt
= γ − βSI − µS + ωR,

dI

dt
= βSI − (α+ δ + µ)I, (3.1.1)

dR

dt
= αI − (µ+ ω)R,

dengan parameter β, α, ω, γ, δ, µ adalah konstanta positif. Keterangan setiap

parameter dapat dilihat pada Tabel 3.1.1 berikut ini.

Tabel 3.1.1: Parameter Model Modifikasi SIR

Parameter Deskripsi

γ Laju kelahiran

β Laju penularan penyakit malaria

α Laju kesembuhan penyakit malaria

ω Laju individu yang sembuh kembali ke individu rentan

µ Laju kematian alami

δ Laju kematian akibat terinfeksi penyakit malaria
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Pada sistem (3.1.1), perubahan populasi pada waktu t yaitu :

dN

dt
=

dS

dt
+
dI

dt
+
dR

dt
,

= γ − µS − δI − µI − µR,

= γ − µN − δI.

Karena
dN

dt
6= 0, maka populasi N(t) tidak konstan.

3.2 Analisis Kestabilan Sistem

Kestabilan dari sistem (3.1.1) dianalisis dengan menentukan titik

ekuilibrium bebas penyakit, titik ekuilibrium endemik, dan bilangan

reproduksi dasar. Kemudian, dilanjutkan dengan menganalisis kestabilannya

pada titik-titik ekuilibrium tersebut. Dengan menggunakan Definisi 2.5.1,

tiap persamaan pada sistem (3.1.1) menjadi,

dS

dt
= 0,

dI

dt
= 0,

dR

dt
= 0. (3.2.1)

Persamaan pada sistem (3.2.1) berturut-turut dapat dinyatakan kembali

dengan,

γ − βSI − µS + ωR = 0, (3.2.2)

βSI − (α + δ + µ)I = 0, (3.2.3)

αI − (µ+ ω)R = 0. (3.2.4)

3.2.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Notasikan titik ekuilibrium bebas penyakit sebagai

E0 = (S0, I0, R0). Titik ekuilibrium bebas penyakit menunjukkan kondisi
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dimana tidak ada penyebaran penyakit yang terjadi dalam populasi (I0 = 0).

Dengan mensubstitusi I0 = 0 ke persamaan (3.2.4) diperoleh,

R0(−µ− ω) = 0.

Karena µ dan ω masing-masing tidak sama dengan 0 maka haruslah,

R0 = 0.

Dengan cara yang sama dimana I0 = 0 dan R0 = 0, maka persamaan

(3.2.2) menjadi,

γ − µS0 = 0,

S0 =
γ

µ
. (3.2.5)

Oleh karena itu, diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit,

E0 = (S0, I0, R0) =

(
γ

µ
, 0, 0

)
. (3.2.6)

3.2.2 Titik Ekuilibrium Endemik

Notasikan titik ekuilibrium endemik sebagai E∗ = (S∗, I∗, R∗). Titik

ekuilibrium endemik mengungkapkan kondisi dimana terdapat individu yang

terinfeksi dalam populasi (I∗ > 0). Berdasarkan persamaan (3.2.3) dengan

I∗ > 0, maka dapat dihasilkan

S∗ =
(α + δ + µ)

β
. (3.2.7)

Substitusikan persamaan (3.2.7) ke persamaan (3.2.2) diperoleh,

I∗ =
γβ + ωR∗β − αµ− δµ− µ2

β(α + δ + µ)
. (3.2.8)
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Selanjutnya substitusikan persamaan (3.2.8) ke persamaan (3.2.4) diperoleh,

R∗ =
α(γβ − αµ− δµ− µ2)

β(αµ+ δµ+ µ2 + ωδ + ωµ)
. (3.2.9)

Kemudian substitusikan persamaan (3.2.9) ke persamaan (3.2.4) sehingga

diperoleh,

I∗ =
(γβ − αµ− δµ− µ2)(µ+ ω)

β(αµ+ δµ+ µ2 + ωδ + ωµ)
. (3.2.10)

Oleh karena itu titik ekuilibrium endemik E∗ adalah

E∗ =(S∗, I∗, R∗),

E∗ =

(
(α + δ + µ)

β
,
(γβ − αµ− δµ− µ2)(µ+ ω)

β(αµ+ δµ+ µ2 + ωδ + ωµ)
,

α(γβ − αµ− δµ− µ2)

β(αµ+ δµ+ µ2 + ωδ + ωµ)

)
.

(3.2.11)

3.2.3 Bilangan Reproduksi Dasar (R0)

Bilangan reproduksi dasar (R0) untuk sistem (3.1.1) ditentukan

menggunakan metode Next Generation Matrix yang diperoleh dari

persamaan kelas terinfeksi sebagai berikut,

dI

dt
= βSI − (α + δ + µ)I. (3.2.12)

Kemudian misalkan x= [I]′ menyatakan matriks transpose untuk persamaan

dari kelompok yang terlibat dalam penyebaran penyakit tersebut. Matriks

Jacobian dari persamaan (3.2.12) adalah,

J =

[
∂(dI

dt
)

∂I

]
,

J =

[
βS − (α + δ + µ)

]
. (3.2.13)
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Akibatnya pada titik ekuilibrium bebas penyakit E0 =
(
S0, I0, R0

)
, diperoleh

matriks Jacobian yaitu,

JE0 =

[
βS0 − (α + δ + µ)

]
. (3.2.14)

Dengan menggunakan persamaan (3.2.5) maka persamaan (3.2.14) dapat

diuraikan menjadi pengurangan antara matriks transmisi T dan matriks

transisi Σ yaitu,

J = T − Σ,

=

[
β
γ

µ

]
−
[
(α + δ + µ)

]
.

dengan menggunakan Next Generation Matrix diperoleh,

K = TΣ−1,

=

[
βγ

µ

] [
1

(α + δ + µ)

]
,

=

[
βγ

µ(α + δ + µ)

]
.

Maka bilangan reproduksi dasar yaitu,

R0 =
βγ

µ(α + δ + µ)
. (3.2.15)

3.3 Kestabilan Titik Ekuilibrium

Sistem (3.1.1) merupakan sistem persamaan diferensial non linier.

Dengan menggunakan (2.5.6) matriks Jacobian dari sistem (3.1.1) adalah,

J =


−βI − µ −βS ω

βI βS − (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

 .
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Berdasarkan Teorema 2.5.1, kestabilan sistem pada titik ekuilibrium bebas

penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit dapat ditentukan dengan

menggunakan nilai eigen dari matriks Jacobian yang sudah diperoleh.

3.3.1 Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Matriks Jacobian di titik ekuilibrium bebas penyakit E0 adalah,

JE0 = J( γ
µ
,0,0),

=


−β(0)− µ −β γ

µ
ω

β(0) β
γ

µ
− (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

 ,

=


−µ −βγ

µ
ω

0
βγ

µ
− (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

 .

Nilai eigen matriks Jacobian di titik ekuilibrium bebas penyakit diperoleh

dengan menggunakan persamaan karakteristik, yaitu

det(JE0 − λI) = 0,

det




−µ −βγ

µ
ω

0
βγ

µ
− (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

− λ

λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ



 = 0,
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−µ− λ −βγ
µ

ω

0
βγ

µ
− (α + δ + µ)− λ 0

0 α −µ− ω − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

(−µ− λ)(
βγ)

µ
− (α + δ + µ)− λ)(−µ− ω − λ) = 0. (3.3.1)

Dari persamaan (3.3.1) diperoleh,

λ1 = −µ,

λ2 =
βγ

µ
− (α + δ + µ), (3.3.2)

λ3 = −µ− ω.

Menurut Teorema 2.5.1, titik ekuilibrium bebas penyakit dikatakan stabil

asimtotik jika λi < 0 dimana i = 1, 2, 3, . . . , n. Agar semua nilai eigen bernilai

negatif maka,

(i.) λ1 < 0⇒ −µ < 0.

(ii.) λ2 < 0. Perhatikan bahwa,

βγ

µ
− (α + δ + µ) < 0,

βγ

µ
< (α + δ + µ),

βγ

µ(α + δ + µ)
< 1,

R0 < 1,

memenuhi jika R0 < 1.

(iii.) λ3 < 0⇒ −µ− ω < 0.

Berdasarkan Teorema 2.5.1, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil

asimtotik jika (i), (ii), dan (iii) bernilai negatif.
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3.3.2 Kestabilan Titik Ekuilibrium Endemik

Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium endemik E∗ adalah,

JE∗ = J(S∗,I∗,R∗),

=


−βI∗ − µ −βS∗ ω

βI∗ βS∗ − (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

 .

Sama seperti langkah sebelumnya, nilai eigen dari matriks Jacobian di titik

ekuilibirum endemik diperoleh dengan menggunakan persamaan karakteristik,

yaitu

det(JE∗ − λI) = 0,

det




−βI∗ − µ −βS∗ ω

βI∗ βS∗ − (α + δ + µ) 0

0 α −µ− ω

−

λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ



 = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−βI∗ − µ− λ −βS∗ ω

βI∗ βS∗ − (α + δ + µ)− λ 0

0 α −µ− ω − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Misalkan X = −βI∗ − µ, Y = βS∗ − (α + δ + µ) dan Z = −µ− ω, maka∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X − λ −βS∗ ω

βI∗ Y − λ 0

0 α Z − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

((X − λ)(Y − λ)(Z − λ) + ωβI∗α)− ((−βS∗)(βI∗)(Z − λ)) = 0,
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XY Z − λXZ − λY Z + λ2Z − λXY + λ2X + λ2Y − λ3 + ωβI∗α

−(−β2S∗I∗Z + λβ2S∗I∗) = 0,

−λ3 + (X + Y + Z)λ2 + (−XZ − Y Z −XY − β2S∗I∗)λ+XY Z

+ωβI∗α + β2S∗I∗Z = 0,

λ3 + (−X − Y − Z)λ2 + (XZ + Y Z +XY + β2S∗I∗)λ−XY Z

−ωβI∗α− β2S∗I∗Z = 0.

Persamaan ini merupakan persamaan karakteristik dari matriks JE∗ yaitu,

λ3 + Sλ2 + Tλ+ P = 0. (3.3.3)

dengan,

S = −X − Y − Z,

= −(−βI∗ − µ)− (βS∗ − (α + δ + µ))− (−µ− ω),

= βI∗ + µ− βS∗ + α + δ + µ+ µ+ ω,

= β(I∗ − S∗) + α + δ + 3µ+ ω,

dan,

T = XZ + Y Z +XY − β2S∗I∗,

= (−βI∗ − µ)(−µ− ω) + (βS∗ − (α + δ + µ))(−µ− ω) +

(−βI∗ − µ)(βS∗ − (α + δ + µ))− β2S∗I∗,

= βI∗µ+ βI∗ω + µ2 + ωµ− βS∗µ− βS∗ω + µ(α + δ + µ) + ω(α + δ + µ)−

β2S∗I∗ + βI∗(α + δ + µ)− βS∗µ+ µ(α + δ + µ)− β2S∗I∗,

= βI∗(µ+ ω − 2βS∗ + (α + δ + µ))− βS∗(2µ+ ω) + (α + δ + µ)(2µ+ ω) +

µ(µ+ ω),
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serta,

P = −XY Z − ωβI∗α− β2S∗I∗Z,

= −(−βI∗ − µ)(βS∗ − (α + δ + µ))(−µ− ω)− ωβI∗α− β2S∗I∗(−µ− ω),

= (β2S∗I∗ − βI∗(α + δ + µ) + βS∗µ− µ(α + δ + µ))(−µ− ω)− ωβI∗α +

β2S∗I∗µ+ β2S∗I∗ω),

= −β2S∗I∗µ+ βI∗µ(α + δ + µ)− βS∗µ2 + µ2(α + δ + µ)− β2S∗I∗ω + βI∗ω

(α + δ + µ)− βS∗µω + µω(α + δ + µ)− ωβI∗α + β2S∗I∗µ+ β2S∗I∗ω),

= βS∗(−µ2 − µω) + (βI∗(µ+ ω) + µ2 + µω)(α + δ + µ)− ωβI∗α.

Selanjutnya berdasarkan Proposisi 2.2.1, nilai eigen dari persamaan (3.3.3)

akan negatif jika,

(i.) S > 0.

(ii.) T > 0.

(iii.) P > 0.

(iv.) ST − P > 0.

Dengan demikian, titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika syarat (i),

(ii), (iii), dan (iv) terpenuhi.

3.4 Simulasi Numerik

Pada subbab ini, model modifikasi SIR penularan penyakit malaria

disimulasikan pada data kasus penyakit malaria di Indonesia.
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3.4.1 Data Kasus Penyakit Malaria di Indonesia

1. Nilai Variabel

Berdasarkan data Badan Pusat Statistika (BPS), jumlah penduduk

Indonesia tahun 2022 sebanyak 275.770.000 jiwa [14]. Jumlah kasus

malaria yang terinfeksi di Indonesia tahun 2022 sebanyak 415.140 kasus

[18]. Berdasarkan data Kementrian Kesehatan Republik Indonesia,

jumlah individu yang berobat dari Januari 2022 hingga Agustus 2022

yaitu 229.015 jiwa [9]. Jumlah individu rentan dapat diperoleh dari

S = N − I −R, sehingga nilai S adalah 275.125.845.

2. Laju Kelahiran (γ)

Berdasarkan data Badan Pusat Statistika (BPS) jumlah kelahiran di

Indonesia tahun 2022 sebesar 4,45 juta jiwa [14]. Data simulasi

dikonversikan ke dalam satuan hari, maka

γ =
jumlah kelahiran

jumlah penduduk × 365 hari
,

=
4.450.000

275.770.000× 365 hari
= 0, 000044/hari.

3. Laju Kematian Alami (µ)

Berdasarkan data Badan Pusat Statistika (BPS) jumlah kematian di

Indonesia tahun 2022 sebesar 1,73 juta jiwa [14]. Data simulasi

dikonversikan ke dalam satuan hari, maka

µ = =
jumlah kematian

jumlah penduduk × 365 hari
,

=
1.730.000

275.770.000× 365 hari
= 0, 000017/hari.
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4. Laju Penularan Penyakit Malaria (β)

Laju penularan penyakit malaria dapat ditentukan dengan perbandingan

jumlah kasus yang terinfeksi malaria dengan jumlah kasus yang rentan

terhadap malaria, sehingga

β =
jumlah kasus terinfeksi

jumlah yang rentan× 365 hari
,

=
415.140

275.125.845× 365 hari
= 0, 0000041/hari.

5. Laju Kesembuhan Penyakit Malaria (α)

Laju kesembuhan penyakit malaria dapat ditentukan dari perbandingan

jumlah individu yang sembuh dengan jumlah individu yang terinfeksi

dalam rentang waktu 8 bulan atau 240 hari, sehingga

α =
jumlah yang sembuh

jumlah yang terinfeksi× 240 hari
,

=
229.015

415.140× 240 hari
= 0, 00229/hari.

6. Laju Individu yang Sembuh Kembali ke Individu Rentan (ω)

Laju individu yang sembuh kembali ke individu rentan dapat

dikonversikan ke dalam satuan hari yaitu,

ω =
jumlah yang sembuh

jumlah yang rentan× 240 hari
,

=
229.015

275.125.845× 240 hari
= 0, 0000034/hari.

7. Laju Kematian Akibat Terinfeksi Penyakit Malaria (δ)

Berdasarkan data Kementrian Kesehatan Republik Indonesia, jumlah

individu yang meninggal dari Januari 2022 hingga Mei 2022 yaitu 20

jiwa [8]. Laju kematian akibat penyakit malaria dapat ditentukan dari
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perbandingan jumlah individu yang meninggal dengan jumlah individu

yang terinfeksi dalam rentang waktu 5 bulan atau 150 hari, sehingga

δ =
jumlah yang meninggal

jumlah yang terinfeksi× 150 hari
,

=
20

415.140× 150 hari
= 0, 00000032/hari.

Nilai-nilai parameter dinyatakan kembali dalam Tabel 3.4.1 sebagai berikut.

Tabel 3.4.1: Nilai Parameter

Parameter Nilai Parameter Nilai

γ 0, 000044 ω 0, 0000034

β 0, 0000041 δ 0, 00000032

α 0, 00229 µ 0, 000017

Dalam bentuk proporsi, nilai awal dari sistem (3.1.1) pada saat t =

t0 sebesar s(0), i(0), r(0) yang diperoleh dari, s =
S

N
menyatakan proporsi

populasi rentan, i =
I

N
menyatakan proporsi populasi terinfeksi, dan r =

R

N

menyatakan proporsi populasi sembuh. Nilai awal variabel dinyatakan dalam

Tabel 3.4.2 sebagai berikut.

Tabel 3.4.2: Nilai Awal Variabel

Variabel Nilai Variabel Nilai

N(0) 1 i(0) 0, 0012

s(0) 0, 998 r(0) 0, 0008
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3.4.2 Simulasi Model SIR Penularan Penyakit Malaria

di Indonesia

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.4.1 ke sistem

(3.1.1), maka model modifikasi SIR penularan penyakit malaria di Indonesia

menjadi,

ds

dt
= 0, 000044− 0, 0000041si− 0, 000017s+ 0, 0000034r,

di

dt
= 0, 0000041si− (0, 00229 + 0, 00000032 + 0, 000017)i,

dr

dt
= 0, 00229i− 0, 000017r − 0, 0000034r, (3.4.1)

dengan nilai awal s(0) = 0, 998, i(0) = 0, 0012 dan r(0) = 0, 0008.

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.4.1 ke

persamaan (3.2.6) diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu

E0 = (2, 58; 0; 0). Untuk menganalisis kestabilan titik ekuilibrium bebas

penyakit dari sistem (3.1.1), substitusikan nilai parameter pada Tabel 3.4.1,

sehingga diperoleh

(i.) R0 < 1. Nilai R0 yaitu,

R0 =
βγ

µ(α + δ + µ)
,

=
1, 804× 10−10

1, 7× 10−5(2, 3× 10−3)
,

=
1, 804× 10−10

3, 91× 10−8
,

= 0, 0046.

Karena R0 < 1 maka nilai R0 = 0, 0046 memenuhi.
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(ii.) λ1 < 0. Nilai λ1 yaitu,

λ1 = −µ = −0, 000017.

Karena λ1 < 0 maka nilai λ1 = −0, 000017 memenuhi.

(iii.) λ2 < 0. Nilai λ2 yaitu,

λ2 =
βγ

µ
− (α + δ + µ),

=
1, 804× 10−10

1, 7× 10−5
− 2, 3× 10−3,

= 1, 06× 10−5 − 2, 3× 10−3,

= −0, 0022.

Karena λ2 < 0 maka nilai λ2 = −0, 0022 memenuhi.

(iv.) λ3 < 0. Nilai λ3 yaitu,

λ = −µ− ω,

= −0, 000017− 0, 0000034,

= −2, 04× 10−5.

Karena λ3 < 0 maka nilai λ3 = −2, 04× 10−5 memenuhi.

Karena syarat (i), (ii), (iii), dan (iv) terpenuhi, maka titik ekuilibrium bebas

penyakit stabil asimtotik. Grafik solusi untuk sistem (3.4.1) dapat ditunjukkan

pada tiga gambar berikut.
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Gambar 3.4.1: Grafik Solusi Kelompok Rentan

Gambar 3.4.1 menunjukkan bahwa individu s akan meningkat dan menuju ke

titik ekuilibrium bebas penyakit. Kenaikan tersebut disebabkan oleh besarnya

laju kelahiran (γ).

Gambar 3.4.2: Grafik Solusi Kelompok Terinfeksi

Gambar 3.4.2 menunjukkan bahwa individu i akan menurun dan menuju ke

titik ekuilibrium bebas penyakit. Kemudian seiring berjalannya waktu,

individu i akan menghilang dari populasi.
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Gambar 3.4.3: Grafik Solusi Kelompok Sembuh

Gambar 3.4.3 menunjukkan bahwa individu r akan menurun dan menuju ke

titik ekuilibrium bebas penyakit. Kemudian seiring berjalannya waktu,

individu r akan menghilang dari populasi.

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.4.1 ke

persamaan (3.2.11) diperoleh titik ekuilibrium endemik yaitu

E∗ = (560, 97;−4, 975;−558, 75). Untuk menganalisis kestabilan titik

ekuilibrium endemik dari sistem (3.1.1), substitusikan nilai parameter pada

Tabel 3.4.1, sehingga diperoleh

(i.) S > 0. Nilai S yaitu,

S = β(I∗ − S∗) + α + δ + 3µ+ ω,

= −0, 0023 + 0, 00229 + 0, 00000032 + 5, 1× 10−5 + 0, 0000034,

= 4, 466× 10−5.

Karena S > 0 maka nilai S = 4, 466× 10−5 memenuhi.
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(ii.) T > 0. Nilai T yaitu,

T = βI∗(µ+ ω − 2βS∗ + (α + δ + µ))− βS∗(2µ+ ω) + (α + δ + µ)

(2µ+ ω) + µ(µ+ ω),

= 4, 63× 10−8 − 8, 6× 10−8 + 8, 602× 10−8 + 3, 468× 10−10,

= 4, 66× 10−8.

Karena T > 0 maka nilai T = 4, 66× 10−8 memenuhi.

(iii.) P > 0. Nilai P yaitu,

P = βS∗(−µ2 − µω) + (βI∗(µ+ ω) + µ2 + µω)(α + δ + µ)− ωβI∗α,

= 5, 086× 10−13 − 1, 488× 10−12 + 1, 58× 10−13,

= −8, 219× 10−13.

Karena P > 0 maka nilai P = −8, 219× 10−13 tidak memenuhi.

(iv.) ST − P > 0. Nilai ST − P yaitu,

ST − P = 4, 466× 10−5(4, 66× 10−8)− (−8, 219× 10−13),

= 2, 08× 10−12 + 8, 219× 10−13,

= 2, 901× 10−12.

Karena ST − P > 0 maka nilai ST − P = 2, 901× 10−12 memenuhi.

Karena syarat (iii) tidak terpenuhi, maka titik ekuilibrium endemik tidak

stabil.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini dikontruksi model modifikasi SIR penularan

penyakit malaria di Indonesia. Model disajikan dalam bentuk sistem

persamaan diferensial nonlinier yaitu,

dS

dt
= γ − βSI − µS + ωR,

dI

dt
= βSI − (α + δ + µ)I,

dR

dt
= αI − (µ+ ω)R,

dengan parameter γ, β, α, ω, δ, µ berturut-turut adalah laju kelahiran, laju

penularan penyakit malaria, laju individu yang sembuh kembali ke individu

rentan, laju kematian akibat terinfeksi malaria, laju kematian alami,

sedangkan variabel S, I, dan R berturut-turut adalah jumlah populasi yang

rentan terhadap penyakit malaria, jumlah populasi yang terinfeksi penyakit

malaria, dan jumlah populasi yang sembuh dari penyakit malaria.

Berdasarkan analisis model, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil

asimtotik jika:

(i.) R0 < 1.

(ii.) λ1, λ2, λ3 < 0.



sedangkan titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika:

(i.) R0 > 1.

(ii.) S, T, P > 0.

(iii.) ST − P > 0.

Kemudian dari hasil pengolahan data penularan penyakit malaria di

Indonesia diperoleh nilai R0 = 0, 0046. Kerena R0 < 1 maka penyakit malaria

di Indonesia tidak menyebar dan akhirnya akan hilang.
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