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ABSTRAK

Dalam artikel ini dikaji kestabilan model penularan penyakit malaria. Pada
model ini populasi dibagi menjadi 3 subpopulasi, Susceptible (S), Infected
(I), dan Recovered (R). Model ini memiliki dua titik ekuilibrium yaitu titik
ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit.
Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan pada kedua titik ekuilibrium
tersebut yang menunjukkan béHWé'kédua titik ‘ekuilibrium tersebut stabil
asimtotik. ~ Untuk melihat implementasi dari model diperlukan simulasi
numerik dengan bantuan software Maple.

Kata Kunct : Kestabilan Model, Malaria , Stabil Asimtotik.
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ABSTRACK

This article ezamines the stability of the malaria transmission model. In this
model the population is divided into 3 subpopulations, Susceptible (S),
Infected (I), and Recovery (R). This model has two equilibrium points,
namely the disease-free equilibrium point and the disease-endemic equilibrium
point. Furthermore, a stability analysis was carried out at the two equilibrium
points which showed that the tulo equzlzbmum p"bmt werg asymptotically stable.
To see the implementation of the model, a numerical simulation is needed
with the help of Maple software.

Keywords : Asymptotically Stable, Malaria, Model Stability.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Word Health 'Orgaﬁi.zait.io.ﬁ (VVHO)7 melalti estimasi demografi
dalam World Malaria Report 2018, melaporkan bahwa terdapat kasus
malaria sebanyak 212 juta orang dengan 435.000 orang mengalami kematian
di seluruh dunia akibat malaria [16]. Malaria adalah salah satu penyakit
menular yang mengancam jiwa, yang disebabkan oleh parasit' Plasomodium
dan terjadi melalui gigitan nyamuk betina yang terinfeksi dari spesies
Anopheles [17].

Indonesia merupakan wilayah dengan iklim tropis dan subtropis
yang disukai oleh nyamuk A?zophelgs sp.— Berdasarkan data Kementrian
Kesehatan (Kemenkes) pada tahun 2022 terdapat kaéus malaria sebanyak
415.140 kasus. Jumlah kasus tersebut melonjak 36,29 % dibandingkan pada
tahun sebelumnya [I8]. Melihat tingginya tingkat penularan malaria, maka
pencegahan malaria sangat penting dilakukan. Menurut anjuran Kemenkes
RI, dapat dilakukan beberapa upaya untuk mencegah malaria, yaitu
membersihkan lingkungan dengan air mengalir dan membersihkan peralatan

rumah secara rutin, menutup penampung air saat tidak digunakan,

menggunakan obat anti nyamuk dan kelambu saat tidur untuk menghindari



gigitan nyamuk, dan menghindari aktivitas di dekat perairan saat malam
hari karena nyamuk malaria lebih aktif di malam hari [2].

Beberapa peneliti sebelumnya telah memodelkan masalah yang
berkaitan dengan penularan penyakit malaria ke dalam model matematika.
Salah satu penelitian yang dilakukan oleh Osman dan kawan-kawan [I3] yang
membagi model matematika menjadi empat kelompok populasi yaitu
Susceptible Humans (S), Erposed Humans (E), [nfegtious Humans (I), dan
Removed Humans (R). Kemudian, mereka memp.ertimbangkan model
transmisi malaria SEIR — SEI antara manusia dan nyamuk. Peneliti
lainnya yaitu, Affandi [I] yang membagi model matematika, menjadi tiga
kelompok populasi yaitu Susceptible (S), Infected (I), dan Removed (R).
Peneliti ini menganalisis tingkat infeksi malaria dengan menggunakan model
distribusi malaria.

Untuk mengetahui dinamika penularan penyakit malaria di
Indonesia, model matematika dapat digunakan sebagai suatu alternatif
dalam merepresentasikan permasalahan yang terjadi; Model yang digunakan
dalam penelitian ini adalah model SIR (Susceptible, Infected, Recovery) yang
dimodifikasi dari model yang ada pada [12]. Model tersebut dimodifikasi
dengan menambahkan parameter (w) yaitu laju individu yang sembuh
kembali ke individu rentan. Selanjutnya, akan dilakukan analisis kestabilan
model yang ditentukan dari nilai eigen matriks Jacobian dari masing-masing
titik ekuilibrium untuk mengetahui apakah penyakit malaria terus menular

atau menghilang dari populasi. Kemudian, solusi sistem penyakit malaria



disimulasikan secara numerik dengan menggunakan software MAPLE.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang akan dikaji

pada penelitian ini adalah:

1. bagaimana mengkonstruksi model modifikasi STR penularan penyakit
malaria di Indonesia de'ngén tambahan paraméter laju individu yang

sembuh kembali ke individu rentan,

2. bagaimana menganalisis kestabilan model modifikasi SR penularan

penyakit malaria di Indonesia,

3. bagaimana simulasi numerik model modifikasi STR penularan penyakit

malaria di Indonesia.

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini akan digunakan model modifikasi SIR yang
diimplementasikan pada data penderita penyakit malaria di Indonesia untuk
tahun 2022, yang datanya diperoleh dari Badan Pusat Statistika (BPS) dan

Kementrian Kesehatan Republik Indonesia.

1.4 Tujuan Penulisan

Berdasarkan permasalahan di atas, maka tujuan dari penulisan pada

penelitian ini adalah:



1. untuk mengetahui dinamika model modifikasi STR yang menggambarkan

penularan penyakit malaria di Indonesia,

2. untuk mengetahui kondisi bebas dan kondisi endemik penularan penyakit

malaria di Indonesia,

3. untuk mengetahui tingkat penularan penyakit malaria di Indonesia.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan pada penelitian ini terdiri dari empat bab. Bab I memuat
latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penulisan, dan
sistematika penulisan. = Bab II berisi tentang materi dasar dan materi
pendukung yang akan digunakah untuk menyelesaikan permasalahan pada
penelitian ini. Bab III berisi tentang hasil konstruksi model modifikasi
penularan malaria, analisis kestabilan sistem, dan simulasi numerik dari
model STR penularan penyakit malaria. Bab IV berisi tentang kesimpulan

hasil penelitian.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini disajikan model dasar penyebaran penyakit, teori-teori
persamaan diferensial, dan analisis kestabilan model SIR yang akan digunakan

pada Bab III.

2.1 Teori Dasar Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau simbol yang disusun dalam
baris dan kolom sehingga membentuk suatu bangun persegi atau persegi
panjang. Bilangan atau simbol dalam matriks disebut entri matriks. Entri
matriks yang muncul di baris ¢ dan kolom j dari matriks A dilambangkan
dengan a;;. Jika matriks A memiliki m baris dan n kolom, maka maktiks A

disebut sebagai matriks berukuran m X n yang dinyatakan éebagai berikut:

ayp - Qi

m1 *° Gmn
Definisi 2.1.1. [3] Misalkan A adalah matriks berukuran n X n. Suatu vektor
tak nol x € R" dikatakan vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar

dari X, yaitu

Ax = Ax (2.1.1)



untuk suatu skalar \. Skalar X disebut nilai eigen dari A dan x disebut sebagai

vektor eigen yang berkaitan dengan .

Untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A, maka

persamaan (2.1.1)) dapat ditulis, sebagai
(A= X)x =0, (2.1.2)

dengan I adalah matriks identitas<i X ms Rersamaan (2.1.2) memiliki solusi

tak nol jika dan hanya jika
det(A— \I) = 0. (2.1.3)

Persamaan ([2.1.3) dikatakan sebagai persamaan karakteristik bagi matriks A.

2.2 Polinomial

Polinomial ~atau suku banyak adalah bentuk persamaan yang
melibatkan jumlahan perkalian pangkat dalam satu atau lebih variabel

dengan koefisien. Benfuikimum dari suatu polinomial adaléh,
P(n) = ap,™ + ap " o F a7 +a,

dengan a,, a, 1, ...,a1,a € R merupakan koefisien-koefisien suku banyak, a,, #
0 dimana n adalah bilangan bulat positif, dan pangkat dari x adalah derajat
polinomial.

Untuk menentukan kestabilan sistem digunakan kestabilan

polinomial dengan memperhatikan koefisiennya tanpa perlu menghitung



akar-akar dari persamaan karakteristik. Secara umum sistem dengan orde ke

n memiliki persamaan karakteristik sebagai berikut,
™+ am" ! + . +a, =0, (2.2.1)
dengan a; € R untuk setiap i = 0,1, ...,n dan a,, # 0.

Proposisi 2.2.1. [6] Misalkan a, b, dan ¢ adalah bilangan riil. Nilai-nilai

eigen dari persamaan karakteristik,
3 ) ¥
- O-07 L =

mempunyai bagian riil negatif jika dan hanya jika a, b, dan ¢ positif dan ab —

c>0.

2.3 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari
satu atau lebih wvariabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas.
Berdasarkan banyaknya variabel 1bebas.| persamaan diferensial dibedakan
menjadi dua yaitu, Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan
Diferensial Parsial (PDP).

Berdasarkan kehomogenan persamaan diferensial dibedakan
menjadi dua yaitu, homogen dan nonhomogen. Persamaan diferensial
dikatakan homogen jika setiap suku persamaan diferensial memuat variabel
terikat atau turunannya, sedangkan persamaan diferensial dikatakan
nonhomogen jika terdapat suku pada persamaan diferensial yang tidak
memuat variabel terikat atau turunannya.

7



Berdasarkan kemandirian persamaan diferensial dibedakan menjadi
dua yaitu, mandiri dan tak mandiri. Persamaan diferensial dikatakan
mandiri jika koefisien (yang menyertai variabel terikat atau turunannya)
bernilai konstan, sedangkan persamaan diferensial dikatakan tak mandiri jika
koefisien (yang menyertai variabel terikat atau turunannya) bernilai tidak
konstan.

Selanjutnya berdasark_ani.ke_li.nie_ran__p_.ersamaz.m diferensial dibedakan

menjadi dua yaitu:

(a.) Persamaan diferensial linier adalah suatu persamaan yang variabel
terikat atau turunannya. muncul dalam pangkat satu, tidak ada
perkalian antara variabel terikat atau dengan turunannya, dan tidak

ada fungsi transenden terhadap variabel terikat.

(b.) Persamaan diferensial nonlinier adalah persamaan diferensial yang tak

linier pada fungsi dan turunannya.

Selanjutnya, , beberapa "istilah “yang 'terdapat ~dalam persamaan

diferensial yaitu:
(a.) Orde adalah turunan tertinggi yang muncul pada persamaan diferensial.

(b.) Derajat adalah pangkat tertinggi yang muncul pada persamaan

diferensial [I5].

Misal diberikan contoh berikut:

d*y dy

_ 2 —
T2 T (dx) 0, (2.3.1)



Py d
7‘2 + 2% +y = dcosx, (2.3.2)
d
2% ety = 227 (2.3.3)

Contoh tersebut dapat dikelompokan sebagai berikut,

1. Persamaan (2.3.1) adalah PDB orde dua, nonlinier, homogen, dan

mandiri.

2. Persamaan ([2.3.2) adalah PDB orde dua, linier, nonhomogen, dan

mandiri.

3. Persamaan (2.3.3) adalah PDB orde satu, linier, nonhomogen, dan tak

mandiri.

2.4 Model Dasar Penyebaran Penyakit

Model dasar untuk penyebaran penyakit pertama kali dirumuskan
pada tahun 1927 oleh Kermack dan McKendrick:Dalar ‘nodel ini, populasi
diklasifikasikan menjadi tiga kelompok, yaitu rentan (Susceptible), terinfeksi
(Infected), dan sembuh (Recovery). Model ini dikembangkan dengan beberapa
asumsi, yaitu sistem tertutup (tidak ada kelahiran, tidak ada kematian, dan
tidak ada migrasi), populasi homogen, dan penularan penyakit terjadi melalui
kontak antara individu yang rentan dan terinfeksi [4]. Diagram model dasar

SIR diperlihatkan pada Gambar



pSI al

Gambar 2.4.1: Diagram Model STR

Dari Gambar dapat dinyatakan model STR sebagai berikut,

ds

— = —BSI

dt ﬁ )

dl

7<) SN 2.4.1
o =BSI—al, (2.4.1)
AR ey
VR RS LA

2 B

dimana S adalah banyak individu kelompok rentan (Susceptible), I adalah
banyak individu kelompok terinfeksi (Infected), R adalah banyak individu
kelompok sembuh (Recovery), [ adalah laju penularan penyakit, dan «

adalah laju kesembuhan penyakit, Total populasi dapat dinyatakan sebagai,
NS4S gl S (2.4.2)

dan akan bernilai konstan jika,

dN dS - dinaar
E——.d—t—l-%-i—%——o. | (2.4.3)

Pada model , kelompok individu renta.n berkontak langsung
dengan kelompok individu terinfeksi dengan laju sebesar (. Terjadinya
kontak tersebut menyebabkan kelompok individu S berkurang sebesar 551
dan kelompok individu I menjadi bertambah sebesar BSI. Kelompok
individu terinfeksi menjadi berkurang sebesar «l karena individu yang
terinfeksi sembuh dari penyakit, sedangkan kelompok individu sembuh akan
bertambah sebesar al karena terdapat perpindahan dari individu terinfeksi
ke individu sembuh [4].
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2.5 Kestabilan Sistem

Perhatikan sistem persamaan diferensial nonlinier berikut,
x = h(x). (2.5.1)

Dalam menganalisis kestabilan dari sistem nonlinier (2.5.1]), perlu diketahui
keadaan (stabil dan stabil asimtotik) pada titik ekuilibrium [7]. Hal ini

ditunjukkan oleh tiga definisi, berikut:| A

Definisi 2.5.1. [10] Suatu titik ekuilibrium merupakan titik yang memenuhi

persamaan x = h(x) = 0.

Definisi 2.5.2. [3] Misalkan x = (x1, %3, ..., x,) adalah suatu vektor di R".

Norm dari x yang dinotasikan dengan ||x||, didefinisikan sebagai

|| = V12 + 222 + ... + z,2.

Definisi 2.5.3. [10] Suatu titik ekuilibrium X dikatakan stabil untuk sistem
jika diberikan € > 0 terdapat 6 > 0 sehingga ||x(to) — Xo|| < 0 berlaku

|x(t) — Xe|| < € untuk'setiap-t S+t .

Definisi 2.5.4. [10] Suatu titik ekuilibrium X dikatakan stabil asimtotik untuk
sistem jika titik ekuilibrium Xo stabil dan terdapat 6y > 0 sehingga

lim ||x(t) — xe|| = 0, dengan ||x(ty) — Xe|| < 1.
t—00

Berdasarkan definisi, suatu titik ekuilibrium dikatakan stabil jika
pada awalnya kurva solusi dekat dengan titik ekuilibrium, maka seiring
bertambahnya waktu posisi kurva solusi tetap dekat terhadap titik
ekuilibrium. Suatu titik ekuilibrium dikatakan stabil asimtotik jika titik

11



ekuilibrium stabil dan seiring bertambahnya waktu maka kurva solusi
semakin menuju titik ekuilibrium. Ilustrasi titik ekuilibrium stabil dan stabil

asimtotik ditunjukkan pada Gambar berikut,

(a) (b)

Gambar 2.5.1: (a) Stabil (b) Stabil Asimtotik

Kestabilan titik ekuilibrium xe dapat ditentukan dengan melinierkan sistem
(2.5.1)) di sekitar titik ekuilibrium x, menggunakan ekspansi deret Taylor [10].

Perhatikan sistem nonlinier ([2.5.1)) R? berikut:

T = h1($1,$2),

(2.5.2)

jfg = hQ(.Tl, f172).
Misalkan fungsi h;(z1,x2),7 = 1,2 memiliki turunan yang kontinu di sekitar
titik ekuilibrium x¢ = (u, v). Sistem h(x).akan dickspansi menggunakan deret

Taylor dari h;(x1, z2),7 = 1,2 menjadi,

oh oh
hi(x) = hi(xe) + (21 — u)a—xi(xe) + (22 — v)a—z:(xe) + suku orde tinggi,
(2.5.3)
Ohs Ohg N
ha(x) = ha(xe) + (21 — u)a—xl(xe) + (29 — v)a—@(xe) + suku orde tinggi.

Misalkan y; = 1 —u dan yo = x5 —v. Karena x, merupakan titik ekuilibrium
dari persamaan ([2.5.2)), maka h;(xe) = 0, untuk ¢ = 1,2. Dengan mengabaikan

suku orde tinggi maka sistem ([2.5.3)) dapat ditulis menjadi,
Ohy Ohy

U =Y5—(Xe) T Y257 (Xe),

gzl ng (2.5.4)
g 2172 2
Yo = 8$1 (Xe) + Y2 8$2 (Xe)-
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Selanjutnya persamaan ([2.5.4)) dapat ditulis dalam bentuk matriks yaitu,

_ ohy ohy

yl _ 6331 (Xe) 8332 (Xe) yl

_ Ohs Ohs ’
Y2 8_331 (Xe) 8_332 (Xe) Y2

atau dapat disederhanakan menjadi,

U = Jy Y, yeR% (2.5.5)

Sistem ([2.5.5)) adalah linierisasi dari sistem ([2.5.2)) di sekitar titik ekuilibrium
Xe = (u,v). Matriks jxe disebut sebagai matriks ‘Jhcobian di sekitar titik
ekuilibrium x. [10]. Secara umum matriks Jacobian di R" dapat ditulis

dalam bentuk sebagai berikut,

8h1 8h1 8h1
a_xl(xe) 6_x2(xe) a(xe)
8h2 6h2 ah2
JIx. = 3x1(xe) 8x2(xe) &Bn(xe) ) (2.5.6)
Ohy, Oh, Oh,,
_8—M(Xe) 8_:c2(xe) i %(Xe)_

Berdasarkan hal diatas diperoleh teorema yang menghubungkan nilai

eigen dari matriks Jx, 'dehgan titik ekuilibrium Xg:

Teorema 2.5.1. [7] Perhatikan sistem (2.5.5), jika semua nilai eigen dari
matriks Jx, memiliki bagian riil negatif, maka titik ekuilibrium X stabil

asimtotik.

2.6 Bilangan Reproduksi Dasar (R))

Bilangan reproduksi dasar (R) adalah rata-rata jumlah individu
yang terinfeksi akibat tertular oleh satu individu yang sudah terinfeksi.
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Bilangan reproduksi dasar disebut juga dengan parameter ambang batas dan
merupakan parameter yang menentukan apakah suatu populasi bebas
penyakit atau terinfeksi penyakit. Kondisi yang akan timbul berdasarkan

nilai Ry adalah sebagai berikut :
1. jika Ry < 1 maka penyakit tidak menyebar dan akhirnya akan hilang,
2. jika Ry > 1 maka penyakit akz.m.r_n_enyebz?r dan menjadi wabah,
3. jika Ry = 1 maka penyakit akan menjadi endemi [.1 Ilje

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dengan menggunakan metode
Next Generation Matriz. Metode Next Generation Matriz dikonstruksi dari
kelompok individu terinfeksi. Langkah-langkah menentukan bilangan

reproduksi dasar adalah sebagai berikut [5]:

1. mengkonstruksi matriks Jacobian J yang dibentuk dari matriks transmisi
T dan matriks transisi 2. Matriks transmisi 7' adalah matriks yang
menyatakan adanya infeksi baru, sedangkan matriks transisi 3 adalah
matriks yang menyatakan perubahan individu da.ri kelompok terinfeksi
menjadi kelompok sembuh. Subsistem terinfeksi dapat ditulis dalam

bentuk,
x = [T —X]x.

2. mengkonstruksi Next Generation Matriz K = TY ™" untuk mendapatkan

nilai eigen terbesar yang merupakan bilangan reproduksi dasar.
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Model Modifikasi STR Penyakit Malaria

Model ' modifikasi S.f Rily.én.;g.me.r.lggambafkan penyakit menular
dibagi menjadi tiga kelompok populasi. Pertama, rentan (Susceptible)
merupakan jumlah populasi yang rentan terhadap penyakit malaria. Kedua,
terinfeksi (Infected) merupakan jumlah populasi yang terinfeksi penyakit
malaria.  Ketiga, sembuh (Re¢overy) merupakan jumlah populasi yang
sembuh dari penyakit malaria.”© Model dimodifikasi berdasarkan asumsi

sebagai berikut:
1. setiap individu yang lahir langsung masuk ke dalam kelompok rentan,

2. adanya kematian'alami setiap individu yang "rentan, terinfeksi, dan

sembuh,
3. penyakit dapat menular melalui kontak antara individu dengan nyamuk,

4. individu yang terinfeksi penyakit malaria dapat sembuh dan dapat

mengalami kematian karena penyakit,
5. individu yang sudah sembuh dapat terkena penyakit kembali,

6. individu yang berobat semuanya sudah sembuh.



Diagram model modifikasi STR penularan penyakit malaria dapat

dilihat pada Gambar berikut.

R

Gambar 3 t1: -Dia'gfarﬁ Model ‘Modifikasi STR

Model modifikasi S1R penularan penyakit malaria dapat dinyatakan

ke dalam sistem persamaan diferensial nonlinier berikut,

ds
dl
= 5 85I-(a+s+w), (3.1.1)
dR

dengan parameter (8, a,w,,d, 4 adalah konstanta positif. Keterangan setiap

parameter dapat dilihat pada Tabel berikut ini.

Tabel 3.1.1: Parameter Model Modifikasi SIR

Parameter | Deskripsi
v Laju kelahiran
15} Laju penularan penyakit malaria
Q Laju kesembuhan penyakit malaria
w Laju individu yang sembuh kembali ke individu rentan
1 Laju kematian alami
4] Laju kematian akibat terinfeksi penyakit malaria
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Pada sistem (|3.1.1]), perubahan populasi pada waktu ¢ yaitu :

dN d8+dl+dR
dt dt — dt  dt’
= v —wS =0l —pl — uR,
= ~v—uN —91.

dN
Karena = # 0, maka populasi N(t) tidak konstan.

3.2  Analisis Kestabilan Sistern

Kestabilan dari sistem dianalisis dengan menentukan titik
ekuilibrium bebas penyakit, ftitik ekuilibrium endemik, dan bilangan
reproduksi dasar. Kemudian, dilanjutkan dengan menganalisis kestabilannya
pada titik-titik ekuilibrium tersébut. Dengan menggunakan Definisi [2.5.1}

tiap persamaan pada sistem (3.1.1)) menjadi,

d dI d
S 0 OR

= =1 2.1
dt T dt T dt 0 (82.1)

Persamaan pada_sistem (3.2.1)) berturut-turut dapat dinyatakan kembali

dengan,

v—pBSI —puS+wR = 0, (3.2.2)
BSI — (a+6+pu) = 0, (3.2.3)
al — (p+w)R = 0. (3.2.4)

3.2.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Notasikan titik ekuilibrium bebas penyakit sebagai
E° = (S, I°,R"). Titik ekuilibrium bebas penyakit menunjukkan kondisi
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dimana tidak ada penyebaran penyakit yang terjadi dalam populasi (1° = 0).

Dengan mensubstitusi /° = 0 ke persamaan diperoleh,
R(—p—w) = 0.
Karena p dan w masing-masing tidak sama dengan 0 maka haruslah,
R’ =0.

Dengan cara yang-sams ditdana %20 d4d_R° = 0, maka persamaan

(B:22) menjadi,

P 1S’ =0,
y
st = - (3.2.5)
1
Oleh karena itu, diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit,
E® = (S°,I9 R%) = (%,o,o) . (3.2.6)

3.2.2 Titik Ekuilibrium Endemik

Notasikan titik ekuilibrium endemik sebagai B = (S*, I, R"). Titik
ekuilibrium endemik mengungkapkan kondisi dimana terdapat individu yang
terinfeksi dalam populasi (I* > 0). Berdasarkan persamaan (3.2.3) dengan

I" > 0, maka dapat dihasilkan

5 = W (3.2.7)

Substitusikan persamaan (3.2.7) ke persamaan ((3.2.2)) diperoleh,

. VB +wR* B — ap — dp — pi?
I = . 2.
Bla+ 0+ p) (328)
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Selanjutnya substitusikan persamaan ({3.2.8)) ke persamaan (3.2.4)) diperoleh,

p o~ OB —an—bp—p)
Blap+ op+ p? + wd +wp)’

(3.2.9)

Kemudian substitusikan persamaan (3.2.9) ke persamaan (3.2.4) sehingga

diperoleh,

) (v6 — ap = op — p?) (1 + w)
Ir = ) 3.2.10
Blap~+ o+ p? + wd + wpy) ( )

Oleh karena itu titik ekl-lﬂif)fi{.lri[.l. endemlk E;". édéllah AS

E* :(S*,I*7R*>7

(3.2.11)

o _[latotm) Of —ap—op=p)(ptw)
B " Blap+op+ 2 +witwp)’

a(yB = ap— dp — p?)
Blap + du+ p2Hwd + wp) |

3.2.3 Bilangan Reproduksi Dasar (R))

Bilangan reproduksi dasar (Rp;) untuk sistem (3.1.1) ditentukan
menggunakan metode Next Generation Matriz yang diperoleh dari

persamaan kelas terinfeksi sebagai-berikut;

I
Z_t — BST — (a+6+ ). (3.2.12)

Kemudian misalkan 2= [I]' menyatakan matriks transpose untuk persamaan
dari kelompok yang terlibat dalam penyebaran penyakit tersebut. Matriks

Jacobian dari persamaan ((3.2.12)) adalah,

o)
o= [

J = [55 —(a+6+ u)} : (3.2.13)
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Akibatnya pada titik ekuilibrium bebas penyakit E° = (SO, I° RO), diperoleh

matriks Jacobian yaitu,
JEO = BSO_(O‘+5+M) . (3.2.14)

Dengan menggunakan persamaan (3.2.5) maka persamaan (3.2.14)) dapat

diuraikan menjadi pengurangan antara matriks transmisi 7' dan matriks
transisi % yaitu,
g —
s g
= 62| - |wrs+m)|-
1
dengan menggunakan Next Generation Matriz diperoleh,

K = mut
S

=

Maka bilangan reproduksi dasar yaitu,

K s By

g P e (3.2.15)

3.3 Kestabilan Titik Ekuilibrium

Sistem ([3.1.1)) merupakan sistem persamaan diferensial non linier.

Dengan menggunakan (2.5.6) matriks Jacobian dari sistem (3.1.1)) adalah,

—B1 — —pS w
J = B BS — (v + 6 + p) 0
0 « —U—w



Berdasarkan Teorema kestabilan sistem pada titik ekuilibrium bebas
penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit dapat ditentukan dengan

menggunakan nilai eigen dari matriks Jacobian yang sudah diperoleh.

3.3.1 Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Matriks Jacobian di titik ekuilibrium bebas penyakit E° adalah,

Jmo =1 @)

9
o 0 = T
B0) — p 5 w
- 5(0) 5%—«a+5+u) 0 :
I 0 o} —p—w
2 ) By |
W w
W
= 0 @—(a+5+u) 0
W
I 0 « —H—w

Nilai eigen matriks Jacobian dititik ekuilibrium bebas penyakit diperoleh

dengan menggunakan persamaan'karakteristik} yaitu

det(Jpo — AI) = 0,

—p & w A0 0
I
det 0 %—(awﬂb) 0 —Aloxo0]]=0
0 « —— w 0 0 X
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o b
1
0 @—(Q—I—(H—,u)—)\
i
0 o}
(1= =+ s+

I

)\2 = ﬁl—(a+5+ﬂ),
u

A3 = —p—w

(3.3.1)

(3.3.2)

Menurut Teorema [2.5.1}, titik ekuilibrium bebas penyakit dikatakan stabil

asimtotik jika \; < 0 dimana 7 = 1,2, 3,...,n. Agar semua nilai eigen bernilai

negatif maka,
(i) M <0=—-u<0.

(ii.) Ay < 0. Perhatikan bahwa,

@—(a+5+',u)
7
By
W
By
pla+ 6+ p)

memenuhi jika Ry < 1.

(ili.) \3<0= —p—w<0.

Berdasarkan Teorema [2.5.1] titik ekuilibrium bebas penyakit stabil

asimtotik jika (i), (ii), dan (iii) bernilai negatif.



3.3.2 Kestabilan Titik Ekuilibrium Endemik

Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium endemik E* adalah,

Jpe = s, _
—BI" —p —pS* w
= BI* BS* — (a+ 0+ p) 0
0 Q —u—w

Sama seperti langkah sebelumnya, nilai eigen dari matriks Jacobian di titik

ekuilibirum endemik diperoleh dengan menggunakan persamaan karakteristik,

yaitu
det(Jg- — \I) = 0,
—BI" = S oh | w . 0D
det BI* BS*—(a+d+p) 0 —10 XD = 0,
0 « —U—w U 08 )\
=B —pu— X =BS™ w
B BS* =0+ ) — A 0 =0
0 Q@ —p—w— A

Misalkan X = =81 — pu, Y = 8S* — (a+ § + p) dan Z = —pp — w, maka
X—-)\ —ps5* w
BI* Y-\ 0 = 0,

0 Q 7 — A

(X =N =M(Z =N +wpla) = ((=5")(BI")(Z = A) = 0,
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XYZ - AXZ = NYZ+NZ = AXY + X2X + XY — X +wil*a
—(=B2S* " Z + \32S* ") = 0,

N (X +Y 4+ DN+ (—XZ-YZ - XY - 2SN+ XYZ
+wBlFa+ B2S* 1" Z = 0,

N+ (=X -Y-2)N+(XZ+YZ+XY + S TIN-XYZ
—wpl*a — B2S*1*"Z = 0.

Persamaan ini merupakan persamaan karakteristik dari matriks Jg- yaitu,

A% oSO (3.3.3)
dengan,
S =|EX — Y7
=\ —(=BI" — ) HBS" Bl 6 1 ) = (— ),
=\BI" + u—BS* +a+d+u+tptw,
= SIS o aSmg 3 o,
dan,

T = XZ+YZ+ XY — 25*I*,
= (=BI" —p)(—p —w) + (BS" = (a+ 6+ p)(—p —w) +
(=BI" = ) (BS™ — (a+ 0+ p)) — 28I,
= BI'p+ Bl'w+ p? +wp — BS*  — BS* w4+ p(a+ 6+ p) +w(a+6 + p) —

BES I + BT (v + 0+ p) — BS* i+ pla+ 0 + p) — F2S*T7,

= BI'(p+w—285"+(a+0+p)—BS"2u+w)+ (a+0+p)(2n+w) +

n(p +w),
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serta,

P = —XYZ-wBl'a—B25T"Z,
= —(=BI" = p)(BS" = (a+ 8+ p))(—p —w) —whl'a — ST (—p - w),
= (B2S T = BI*(a+ 0+ p) + B u— pla+ 6 + p))(—p — w) —whlFa+
B2S*I* i+ B2S*T*w),

= —B°S"T'p+ B p(a+ 6+ p) = S H* +p*(a + 0+ p) — B2 "w + BI'w

(40 +p) — BS" uw + pw(a+ 0 + p) — whl a St BES* I+ S w),

= B8 (4= pw) + (B (p + w) + A+ pw)(a+ 6+ p) —whl o

Selanjutnya berdasarkan Proposisi nilai eigen dari persamaan (3.3.3])

akan negatif jika,
(i.) S>0.

(ii.) T'> 0.

(iii.) P > 0.

(iv.) ST — P > 0.

Dengan demikian, titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika syarat (i),

(i), (iii), dan (iv) terpenuhi.

3.4 Simulasi Numerik

Pada subbab ini, model modifikasi STR penularan penyakit malaria

disimulasikan pada data kasus penyakit malaria di Indonesia.
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3.4.1 Data Kasus Penyakit Malaria di Indonesia

1. Nilai Variabel
Berdasarkan data Badan Pusat Statistika (BPS), jumlah penduduk
Indonesia tahun 2022 sebanyak 275.770.000 jiwa [I4]. Jumlah kasus
malaria yang terinfeksi di Indonesia tahun 2022 sebanyak 415.140 kasus
[18]. Berdasarkan data Kementrian Kesehatan Republik Indonesia,
jumlah individu-yang betobat | darisJanudn 2022_hingga Agustus 2022
yaitu 229.015 jiwa [9]. Jumlah individu rentan dapat diperoleh dari

S = N — I — R, sehingga nilai S adalah 275.125.845.

2. Laju Kelahiran (v)
Berdasarkan data BadanyPusat Statistika (BPS) jumlah kelahiran di
Indonesia tahun 2022 sebesar 4,45 juta jiwa [14]. Data simulasi

dikonversikan ke dalam satuan hari, maka

jumlah kelahiran
gumlah penduduk x 365 hari’
14.450.000

STETT0.000 x 365 hari — V000 hari

’y:

3. Laju Kematian Alami ()
Berdasarkan data Badan Pusat Statistika (BPS) jumlah kematian di
Indonesia tahun 2022 sebesar 1,73 juta jiwa [14]. Data simulasi

dikonversikan ke dalam satuan hari, maka

jumlah kematian
jumlah penduduk x 365 hari’
1.730.000

pu— — 1 h ‘.
275,770,000 x 365 hari O 000017/ har
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4. Laju Penularan Penyakit Malaria (/)
Laju penularan penyakit malaria dapat ditentukan dengan perbandingan
jumlah kasus yang terinfeksi malaria dengan jumlah kasus yang rentan

terhadap malaria, sehingga

jumlah kasus terinfeksi

jumlah yang rentan x 365 hari’

415.140 |
= 975.125.845 x 365 far O 0000041 /hari.

5. Laju Kesembuhan Penyakit Malaria («)
Laju kesembuhan penyakit malaria dapat ditentukan dari perbandingan
jumlah individu yang sembuh dengan jumlah individu yang terinfeksi

dalam rentang waktu 8 bulan atau 240 hari, sehingga

jumlah yang sembuh

jumlah yang terinfeksi x 240 hari’

229.015 '
= 115140 x 240 hari =V 00229/ hari.

6. Laju Individu yang Sembuh-Kembali ke Individu Rentan (w)
Laju individu, vang sembih. kembali rke individu- rentan dapat

dikonversikan ke dalam satuan hari yaitu,

Jumlah yang sembuh

jumlah yang rentan x 240 hari’

229.015 |
= 375125805 x 240 hari 0000034/ hari.

7. Laju Kematian Akibat Terinfeksi Penyakit Malaria (0)
Berdasarkan data Kementrian Kesehatan Republik Indonesia, jumlah
individu yang meninggal dari Januari 2022 hingga Mei 2022 yaitu 20
jiwa [8]. Laju kematian akibat penyakit malaria dapat ditentukan dari
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perbandingan jumlah individu yang meninggal dengan jumlah individu

yang terinfeksi dalam rentang waktu 5 bulan atau 150 hari, sehingga

jumlah yang meninggal

jumlah yang terinfeksi x 150 hari’
20
415.140 x 150 hari

= 0,00000032/hari.

Nilai-nilai parameter dinyatakan kembali dalam Tabel sebagai berikut.

Tabel 3441 Nilap Parafieteérs o

Parameter Nilai Parameter Nilai
o 0, 000044 W 0,0000034
B 0,0000041 0 0,00000032
Q@ 0, 00229 I 0,000017

Dalam bentuk proporsi, nilai awal dari sistem (3.1.1) pada saat t =
S
to sebesar s(0), i(0), »(0) yang diperoleh dari, s = N menyatakan proporsi

. A ; Ty .
populasi rentan, ¢ = N menyatakan proporsi populasi terinfeksi, dan r = N

menyatakan proporsi populasi sembuh. Nilai awal variabel dinyatakan dalam

Tabel sebagai berikut.

Tabel 3.4.2: Nilai Awal Variabel

Variabel | Nilai || Variabel | Nilai
N(0) 1 i(0) 0,0012
s(0) 0,998 r(0) 0,0008
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3.4.2 Simulasi Model SIR Penularan Penyakit Malaria
di Indonesia

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel ke sistem

(3.1.1), maka model modifikasi STR penularan penyakit malaria di Indonesia

menjadi,
d
d_i = 0,000044 = 0,0000041sz —0,000017s + 0,0000034r,
d_z = 0,0000041si — (0,00229 + 0,00000032 + 0,000017)1,
d
d—: = 0,00229: — 0,000017r — 0, 0000034, (3.4.1)

dengan nilai awal s(0) = 0,998, i(0) = 0,0012 dan 7(0) = 0,0008.

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel ke
persamaan diperoleh " titik ' ekuilibrium bebas penyakit yaitu
E° = (2,58;0;0). Untuk menganalisis kestabilan titik ekuilibrium bebas
penyakit dari sistem , substitusikan nilai parameter pada Tabel ,

sehingga diperoleh

(i.) Ro < 1. Nilai Ry yaitu,

By
pula+ 6+ p)’
1,804 x 10710
1,7 x 10-5(2,3 x 10-3)’
1,804 x 10~10
3,91 x 108’

Ry =

= 0,0046.

Karena Ry < 1 maka nilai Ry = 0,0046 memenubhi.

29



(ii.) A; < 0. Nilai A; yaitu,
A = —p = —0,000017.
Karena Ay < 0 maka nilai Ay = —0, 000017 memenubhi.
(iii.) A2 < 0. Nilai Ay yaitu,

)\2 = 7—(0[4—54—#)7
UVERSLAFANDAT 4 o b
= W = 2,3 x-10 y

— e ORI SO 1 )2

= u,0022.
Karena Ay < 0 maka nilaii A, = —0, 0022 memenuhi.
(iv.) A3 < 0. Nilai A3 yaitu,
A= —u—w,

= —0,000017 — 0,0000034,

N 175 (
Karena A3 < 0 maka nilai A3 = —2,04 x 10™° memenuhi.

Karena syarat (i), (ii), (iii), dan (iv) terpenuhi, maka titik ekuilibrium bebas
penyakit stabil asimtotik. Grafik solusi untuk sistem (3.4.1]) dapat ditunjukkan

pada tiga gambar berikut.
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Gambar 5’)41 Grafik Solusi Kelompok Rentan
Gambar [3.4.1] menunjukkan bahwa individu s akan meningkat dan menuju ke
titik ekuilibrium bebas penyakit.  Kenaikan tersebut disebabkan oleh besarnya
laju kelahiran (7).
pcted 00006
0.0004]

0.0002 7

T 7 r : .
0 1000 2000 3000 4000 5000
waktu( hari)

Gambar 3.4.2: Grafik Solusi Kelompok Terinfeksi

Gambar [3.4.2] menunjukkan bahwa individu ¢ akan menurun dan menuju ke
titik ekuilibrium bebas penyakit. Kemudian seiring berjalannya waktu,

individu ¢ akan menghilang dari populasi.
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Gambar 3.4.3: Grafik Solusi Kelompok Sembuh

Gambar [3.4.3] menunjukkan bahwa individu r akan menurun dan menuju ke
titik ekuilibrium bebas penyakit. Kemudian seiring berjalannya waktu,
individu r akan menghilang daxi populasi.

Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel ke
persamaan  (3.2.11))  diperoleh  titik  ekuilibrium  endemik  yaitu
E* = (560,97, —4,975; —558,75). Untuk menganalisis kestabilan titik
ekuilibrium endemik dari sistem , substitusikan nilai parameter pada

Tabel [3.4.1} sehingga'diperoleh’:
(i.) S > 0. Nilai S yaitu,

S = BI"=S")+a+d+3u+w,
= —0,0023 + 0,00229 + 0,00000032 + 5,1 x 10~ + 0,0000034,

= 4,466 x 107°.

Karena S > 0 maka nilai S = 4,466 x 10~° memenuhi.
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(ii.) 7 > 0. Nilai T yaitu,

T = fI'(p+w—285"4+(a+d+p) —BS"2u+w) + (v+0+p)
2p+w) + plp +w),
= 4,63 x107%—8,6x107%+8,602 x 1078 + 3,468 x 1071,

= 4,66 x 1075,
Karena T' > 0 maka nilai7'1==4,166 l_OTgl memenuhi,
(iii.) P > 0. Nilai P yaitu,

P = B (=p’ — pw) + (B (1 + w) + 2+ pw) (@ + 0 + p) — wpl e,
= 5,086 x 1071 — 1,488 x 10712 + 1,58 x 1073,

= —8219 x 10713
Karena P > 0 maka nilai P = —8,219 x 10~ tidak memenuhi.
(iv.) ST — P > 0. Nilai ST — Pyaitu,

ST — P14 466-% 10—5'(4, 66 x 10 5).— (8,219 x 10713,
= 2,08 x 107" +8,219 x 10 *?,

= 2,901 x 10712,
Karena ST — P > 0 maka nilai ST — P = 2,901 x 10™*? memenuhi.

Karena syarat (iii) tidak terpenuhi, maka titik ekuilibrium endemik tidak

stabil.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Pada penelitian! ini dikontruksi Iﬁoael modifikasi STR penularan
penyakit malaria di Indonesia. Model disajikan dalam bentuk sistem

persamaan diferensial nonlinier yaitu,

dS

E & ’y—ﬁSI—uS—I—wR,
dl

AR

=, =

o al — (p+w)R,

dengan parameter ¥, [, a,w, 0, 4 berturut-turut adalah laju kelahiran, laju
penularan penyakit malaria, laju individu yang sembuh kembali ke individu
rentan, laju kematian akibaf teriﬁfeksi malaria, " laju “kematian alami,
sedangkan variabel S, I, dan R berturut-turut adalah jumlah populasi yang
rentan terhadap penyakit malaria, jumlah populasi yang terinfeksi penyakit
malaria, dan jumlah populasi yang sembuh dari penyakit malaria.
Berdasarkan analisis model, titik ekuilibrium bebas penyakit stabil

asimtotik jika:

(11) A1, Ao, Az < 0.



sedangkan titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika:

(i.) Ro> 1.

(ii.) S,T,P > 0.

(iii.) ST — P > 0.

Kemudian dari hasil pengolahan data penularan penyakit malaria di

"Z) N

,..--'-'\(-'--..__
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