BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar, Belakang

Aljabar merupakan salah satu bagian dari bidang matematika. Dalam
aljabar abstrak dikenal adanya teori grup, yang membahas tentang grup. Se-
cara umum grup adalah suatu himpunan yang dilengkapi dengan suatu operasi
biner dan memenuhi beberapa aksioma.

Dalam membicarakan struktur grup, diketahui banyak unsur dari su-
atu grup, yang dinamakan' dengan orde. Suatu grup dikatakan grup hingga
(finite) jika orde grupnya terhingga dan suatu grup dikatakan grup tak ter-
hingga (infinite) jika orde grupnya tak terhingga.

Teorema Lagrange memiliki hubungan dengan orde dalam grup hingga.
Teorema Lagrange menyatakan bahwa jika G suatu grup hingga dan H sub-
grup dari G, maka orde dari H harus membagi orde dari G.- Converse teorema
Lagrange dalam teorema Cauchy oleh Augustin Louis Cauchy [4] dan teorema
Sylow oleh matematikawan Norwegia Ludwig Sylow pada tahun 1872 [2], jika
suatu bialangan bulat positif v membagi orde dari grup hingga G, maka di-
jamin ada H subgrup dari G dengan orde v. Hal ini merupakan latar belakang

yang membuat Penulis mengkaji lebih dalam tentang Teorema Sylow.



1.2 Perumusan Masalah

Misalkan GG suatu grup dengan orde hingga, v suatu bilangan bulat
positif dan v membagi orde dari G. Pada tugas akhir ini yang akan dibahas

adalah apa syarat cukup agar G memuat subgrup dengan orde v.

1.3 TujuanPenelitian |

Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk menjelaskan syarat cukup
agar grup G memuat subgrup dengan orde v untuk suatu bilangan bulat positif

v dengan v membagi orde dari G.

1.4 Pembatasan Masalah

Penulisan tugas akhir ini dibatasi pada Teorema Sylow Pertama.

1.5 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan tugas akhir ini terdiri dari empat bab, yaitu:
BAB T Pendahuluan, memberikan gambaran singkat tentang latar belakang,
rumusan masalah, tuju.an penelitian, pembatasan:masalah; dan sistematika
penulisan. BAB II Landasan Teori, memuat tentang teori-teori dasar yang
digunakan sebagai acuan untuk membahas bab selanjutnya. BAB III Pemba-
hasan, membahas tentang teorema Sylow. BAB IV Kesimpulan dari pemba-

hasan.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab_ini akan disajikancteoristeori dasar yang akan digunakan

dalam mengkaji teorema Sylow.

2.1 Teori Himpunan

Definisi 2.1.1. [6] Misalkan A dan B suatu himpunan. Himpunan A dan B

saling lepas jika dan hanya jika A N B = @.
Definisi 2.1.2. [3] Misalkan A dan B suatu himpunan.

1. Perkalian kartesian A x B didefinisikan sebagai himpunan A X B =

{(a,b) |a€ A, be B}.
2. Setiap subset dari A x B disebut sebagai relasi dari A ke B.
3.~ Relasi dari A ke A, disebut sebagai relasi.di A (pada A).

Definisi 2.1.3. [I] Misalkan A suatu himpunan dan ~ suatu relasi pada A.

Relasi ~ disebut sebagai relasi ekuivalen pada A, jika:
1. Refieksi, jika setiap a € A berlaku a ~ a,
2. Simetri, jika setiap a,b € A dengan a ~ b berlaku b ~ a,

3. Transitif, jika setiap a,b,c € A dengan a ~ b dan b ~ ¢ berlaku a ~ c.



Definisi 2.1.4. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dan ~ suatu
relasi ekuivalen pada X . Untuk setiap a € X, didefinisikan kelas ekuivalen dari
a sebagai cl (a) = {x € X | v ~ a} yaitu kelas ekuivalen dari a yang memuat

semua anggota X, yang terkait dengan a pada relasi ~.

Teorema 2.1.1. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dan ~ suatu

relasi ekuivalen pada X,. maka. untik setiap &b €\X, Perloku.
1} cl (a) 795

2. Berlaku hanya salah satu dari ¢l (a) N el (b) = & atau cl (a) = ¢l (b) yaitu
dua kelas ekuivalen yang berlaku hanya salah satu dari berikut sama atau

tidak mempunyai elemen,

Y = U cl(a).

aceX

Bukti. Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong, ~ suatu relasi ekuivalen
pada X dan a,b € X. Oleh karena ~ suatu relasi ekuivalen pada X, maka ~

suatu relasi refleksi, simetri, dan transitif pada X.

1. ‘Akan ditunjukkan ¢l (a) # @. Oleh karena a € X dan ~ suatu relasi
refleksi pada X, Iﬁaka ada a ~ a. Ini berarti a € ¢l (a) séhingga cl(a) #

<.

2. Akan ditunjukkan berlaku hanya salah satu dari ¢l (a) N ¢l (b) = @ atau
cl(a) = ¢l (b). Misalkan ¢l (a) N el (b) # @. Akan ditunjukkan ¢l (a) =

cl (b), yaitu dengan menunjukkan:

() cl (a) € cl (b),



(b) ¢l (b) C ¢l (a).

Oleh karena cl (a)Nel (b) # &, maka ada y € ¢l (a)Ncl (b) yaitu y € cl (a)
dan y € ¢l (b) sehingga y € X, y ~ a, dan y ~ b. Selanjutnya, oleh
karena a,y € X, y ~ a, dan ~ suatu relasi simetri pada X, maka a ~ y.
Dengan demikian, oleh karena a,b,y € X, a ~ y, y ~ b, dan ~ suatu

relasi transitif pada X “maka @ ~b."

(a) Akan ditunjukkan cl(a) € ¢l (b). Ambil sebarang x € ¢l (a), akan
ditunjukkan x € ¢l (b). Oleh karena r € ¢l (a), maka x € X dan
x ~ a. Selanjutnya, oleh karena a,b,r € X, x ~ a, a ~ b, dan ~
suatu relasi transitif pada X, maka z ~ b. Ini berarti = € cl ()

sehingga cl (@) G ¢l (b).

(b) Akan ditunjukkan cl (b) C ¢l (a). Ambil sebarang z € ¢l (b), akan
ditunjukkan x € cl (a). Oleh karena z € ¢l (b), maka x € X dan
x ~ b. Oleh karena a,b € X, a ~ b, dan ~ suatu relasi simetri
pada X, maka b ~ a. Selanjutnya, oleh karena a,b,x € X, © ~ b,
b ~ a, dan ~ suatu relasi transitif pada X, maka x ~ a. Ini berarti

€ cl(a) sehingga cl-{b) S-€l-(a)-
Oleh karena (a) dan (b), maka ¢l (b) = ¢l (a).

3. Akan ditunjukkan X = U cl (a), yaitu dengan menunjukkan:
acX

(2) X € [ (o),

aeX

(b) |Jel(a) € X.

aeX



(a) Akan ditunjukkan X C U cl(a). Ambil sebarang z € X, akan
acX

ditunjukkan z € U cl(a). Oleh karena z € X dan ~ suatu relasi
aceX
refleksi pada X, maka x ~ . Ini berarti z € ¢l (z). Oleh karena

x € cl(x) dan cl (z) C U cl(a), maka x € U cl(a). Akibatnya,

acX aeX

X C U cl(a).

aceX

(b) Akan ditunjukkan U cl(a) € X. Ambil sebarang t & U cl (a),

aeX aeX

akan ditunjukkan ¢ € X. Oleh karena t € U cl (a), maka t € cl (z)
acX
untuk suatu z € X. Oleh karena ¢ € ¢l (), maka t € X dan ¢ ~ x.

Akibatnya, U c(a) C X.

aceX

Oleh karena (a) dan (b), maka X = U cl(a).

aeX

[]

Definisi 2.1.5. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tidak kosong. Himpunan
K adalah himpunan dari subset— subset yang tak kosong dari X sedemikian
sehingga setiap dua anggota dari K yang berbeda saling lepas, maka K disebut
sebagai partisi dari X, jika X sama dengan hasil gabungan atau union dari

semua anggota K.

Akibat 2.1.1. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dengan suatu
relast ekuivalen yang didefinisikan pada X, maka himpunan semua kelas-kelas

ekuivalen di X merupakan partisi dart X .

Bukti. Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dengan suatu relasi

ekuivalen yang didefinisikan pada X. Beradasarkan Definisi dan Teo-
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rema 2.1.1] maka diperoleh bahwa himpunan semua kelas-kelas ekuivalen di X

merupakan partisi dari X. O

2.2 Pemetaan

Definisi 2.2.1. [3] Misalkan A dan B suatu himpunan yang tak kosong. Relasi
f dari A ke B disebut se'ba:g'az' .p'er.n.et'aan ataw fungsi fAderi A ke B dan ditulis
sebagai f : A —— B adalah aturan yang setiap a € A tepat satu dengan
b € B sedemikin sehingga (a,b) € f (b disebut sebagai peta atau image dari
a pada f yang ditulis sebagai b = f(a) dan a disebut sebagai prapeta atau
pre-image dari b pada f). Himpunan A disebut sebagai domain dari f dan B
disebut sebagai kodomain dari f. Subset dari B yang memuat hanya anggota-

anggota dari B yang mempunyai pre-image di A disebut sebagai range dari

f.
Definisi 2.2.2. [5] Misalkan A dan B suatu himpunan.
1. Pemetaan f . A — B dikatakan pemetaan satu-satu atau pemetaan

injektif jika setiap a1,as € A dengan f (a1) = f (a2), maka a; = ay (atau

Jika sétiap.ay, as € A dengdn ar=ag;-maka f (ay 1A f(az)).

2. Pemetaan f : A — B dikatakan pemetaan pada atau pemetaan

surjektif jika untuk setiap b € B, terdapat a € A sedemikian sehingga

f(a)=b.



2.3 Bilangan Bulat

Definisi 2.3.1. [3] Misalkan a suatu bilangan bulat tak nol. Bilangan a
dikatakan membagi bilangan bulat b ditulis sebagai a | b, jika b = a ¢ untuk

suatu bilangan bulat c.

Definisi 2.3.2. B Misalkan p. suatw bilangan bulat-dan p > 1. Bilangan p

disebut sebagai bilangan prima jika hanya 1 dan p yang membagi p.

2.4 Grup

Definisi 2.4.1. [6] Misalkan G suatu himpunan yang tak kosong. Pemetaan

dari G X G ke G disebut operasi biner pada G.

Definisi 2.4.2. [1] Misalkan G suatu himpunan tak kosong dan * suatu operasi
biner yang didefinisikan di G. Unsur-unsur di G dikatakan membentuk grup

terhadap operasi x jika memenuhi:

1. Untuk setiap a,b € G berlaku a x b € G (G bersifat tertutup terhadap

operasi ),

2. Untuk'sétiap a, b,c. € G berlaku ax(bx¢)=-(axb)*c (G é)ersz'fat asosiatif

terhadap operasi *),

3. Terdapat suatu unsur di G yang dilambangkan dengan e sehingga untuk
setiap a € G berlaku a x e = e xa = a (G memiliki unsur identitas

terhadap operasi ),



4. Untuk setiap a € G, ada suatu unsur di G yang dilambangkan dengan
a~ ! sehingga berlaku axa™' = a” ' xa = e (setiap unsur di G mempunyai

invers terhadap operasi *).

Catatan:

1. Untuk selanjutnya a * b di

NWERSITAS ANDA

iap ur di G membentuk grup ‘Tfm ) ; biner di G,

maka ( -s_uatu grup.

L K]

~ = impu angan bu-
o L &
i =
1odulo 6 (+¢ . sebagai berikut
Fa Bl ol o

1. Dari tabel di atas dapat dilihat bahwa setiap @, b € Zg berlaku a+¢b € Zs.

2. Dengan menggunakan tabel di atas dapat ditunjukkan bahwa setiap

@,b,¢ € Zs berlaku @+ (b+¢¢) = (@ +6b) +4 <.
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3. Dari tabel di atas dapat dilihat bahwa 0 merupakan unsur identitas di

Zg.

4. Dari tabel di atas diperoleh:
Invers dari 0 adalah 0.

Invers dari 1 adalah 5.

e ﬂmgaggmms AND A LA s

."-_

ol adalah 3.

.ﬂari 4 a
g

Invers dari

ia (1)

: : -
2.4.3. [3] Mi ' nG s . Banyaknya unsur pada grup G

fe

"Ti,

W

= a untuk setzap a € G dimana o' merupakan invers dari a
di G,
4. (a b)_1 =b"t a7t untuk setiap a,b € G,
5. (a) Jika a b= a ¢, maka b = ¢ untuk setiap a,b,c € G,

(b) Jika b a = c a, maka b = ¢ untuk setiap a,b,c € G.
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Bukti. Misalkan G suatu grup.

1. Akan ditunjukkan elemen identitas di G tunggal. Misalkan e dan f
adalah unsur identitas di G, akan ditunjukkan e = f. Pandang e suatu
unsur identitas, f € G, dan G suatu grup, maka e f = f e = f. Se-
lanjutnya, pandang f suatu unsur identitas, e € GG, dan G suatu grup,
maka™f ¢ ==z |\ ei'O.leh..karena'e FEAE A f_dan fe=e f=e,

maka e = f. Ini berarti elemen identitas di G' tunggal.

2. Akan ditunjukkan invers dari setiap a € G tunggal. Misalkan x dan y
adalah invers dari @ di G, akan ditunjukkan z = y. Oleh karena x invers
dari a € G dan G suatu grup, maka a * = x a = e. Kemudian, oleh
karena y invers dari a € G dan G suatu grup, maka a y =y a = e. Oleh
karena x dan y adalah invers dari a di G, maka z,y € G. Oleh karena GG
suatu grup, maka ada unsur identitas di G yaitu e sedemikian sehingga

untuk setiap g € G berlaku g e = e g = ¢g. Perhatikan bahwa:

= Wa)z

= Yy (aw)

Ini berarti invers dari a di G tunggal.

3. Akan ditunjukkan (a_l)fl = a untuk setiap a € G, dimana ¢~ ' meru-

pakan invers dari a. Ambil a € G. Akan ditunjukkan (a’l)_l = a,
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yaitu dengan menunjukkan invers dari o' adalah a. Oleh karena G su-
atu grup, maka ada unsur identitas di G yaitu e sedemikian sehingga
untuk setiap g € G berlaku g e = e g = g. Oleh karena a € G dan
G suatu grup, maka a mempunyai invers yaitu o' di G sedemikian se-

1 -1

hingga @ a™! = a™' @ = e. Ini berarti invers dari ¢!

adalah a sehingga

(a_l)f1 it

. Akan ditunjukkan (a b)f1 = b~ ¢! untuk setiap a,b € G. Ambil a,b €
G. Akan ditunjukkan (a b)™' = b~! a7!, yaitu dengan menunjukkan

invers dari a b adalah b= a .

Oleh karena G suatu grup, maka ada
unsur identitas di G yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap ¢ € G
berlaku g e = e g}= ¢. Oleh karena a € G dan G suatu grup, maka a
mempunyai invers yaitu ¢ ' di G sedemikian sehinggaa o' =a ' a=e.

Oleh karena b € G dan G suatu grup, maka b mempunyai invers yaitu

b~ di G sedemikian sehingga bb™ ' =b"' b=e.

(a) Perhatikan bahwa:

OGN = S VAU
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(b) Perhatikan bahwa:

(b a™) (ab) = b (a7" (ab))

= ! ((a_l a) b)

= b' (eb)

UNIVERSITAS A:N__AS

=

berarti inve

5 !Ai{a

=

u\g'pa,b,ce

G. Misalkan a, b,

o

kkan b = c.

a di_

leh karena G suatu gr a ada unsur identitas di G yaitu e

=y

N (] aYa 1’e e g — g.
1punyal invers

e. Perhatikan

eb = ec

Jadi, jika a b= a ¢, maka b = c.
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(b) Akan ditunjukkan jika b a = ¢ a, maka b = ¢ untuk setiap a,b,c €
G. Misalkan a,b,c € G dan b a = ¢ a, akan ditunjukkan b = c.
Oleh karena G suatu grup, maka ada unsur identitas di G yaitu e
sedemikian sehingga untuk setiap ¢ € G berlaku g e = e g = g¢.

Oleh karena a € G dan G suatu grup, maka ¢ mempunyai invers

Nﬁ,%ﬁgqm@@wﬁzﬁ ‘QLAS — ¢. Perhatikan

ST

Definisi 2.5.1. [3] Misalkan G suatu grup dan H subset yang tak kosong dari

G. Himpunan H disebut subgrup dari G jika H membentuk grup terhadap

operasi biner di G.

Teorema 2.5.1. [6] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Unsur

identitas di H sama dengan unsur identitas di G.
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Bukti. Misalkan G suatu grup dengan unsur identitas e dan H subgrup dari
G dengan unsur identitas €', akan ditunjukkan e = ¢’. Ambil sebarang a € H.
Oleh karena a € H, H subgrup dari GG, dan G suatu grup maka a € GG. Oleh
karena a € H, ¢ unsur identitas di H, H subgrup dari G, dan G suatu grup
maka a € =€ a =a. Oleh karenaa € Gdana e =€ a=amakaa e € G
dan ¢’ a € G: Selanjutnyapoleh karena a\e\Gr-¢ unsur identitas di G, dan G
suatu grup maka a e = e a = a. Oleh karena a € G dan. G suatu grup maka
g

a mempunyai invers di G yaitu a ' sedemikian sehingga a a™* =o' a = e.

Perhatikan bahwas

a = a
ae = acé
A ceh—a ' (ae)
(a'a) e = (a'a) €
ee = ee
e = ¢€

O

Teorema-2.5.2: [B}-Misalkan G suatu grup dan-H "subset-yang tak kosong

dari G. Himpunan H disebut subgrup dari G jika dan hanya jika

1. Untuk setiap a,b € H berlaku a b € H,

2. Untuk setiap a € H berlaku a™' € H.

Bukti. Misalkan G suatu grup dan H subset yang tak kosong dari G.

(=) Oleh karena H subgrup dari G, maka berdasarkan Definisi diperoleh
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H membentuk grup terhadap operasi biner di GG sehingga berdasarkan Definisi

terpenuhi:

1. Untuk Setiap a,b € H berlaku a b € H (H bersifat tertutup terhadap

operasi biner di G),

2. Untuk Setiap-a;b,¢ € H berlaku a (b ¢) =(ab) c (H bersifat asosiatif

terhadap ‘operasi biner di G),

3. Terdapat suatu unsur di H yang dilambangkan dengan e sehingga untuk
setiap a € H berlaku a e = e a = a (H memiliki unsur identitas terhadap

operasi biner di G),

4. Untuk setiap a € H, ada suatu unsur di A yang dilambangkan dengan

a ! sehingga berlakita a ' = a ! a = e (Setiap unsur di H mempunyai

invers terhadap operasi biner di G).
(<) Misalkan himpunan H memenuhi:
1. Untuk setiap a,b € H berlakua b € H,
2. Untuk setiap a € H berlaku AL
Akan ditunjukkan H subgrup dari G.

3. Ambil sebarang a,b,c € H, akan ditunjukkan a (b c¢) = (a b) c¢. Oleh
karena a,b,c € H dan H subset tak kosong dari G, maka a,b,c € G.

Oleh karena a, b, c € G dan G suatu grup, maka a (b ¢) = (a b) c.

16



4. Akan ditunjukkan terdapat unsur identitas di H. Dari (2) diperoleh
a,a”' € H, maka dari (1) diperoleh a ' € H sehingga a a ™' =e € H.

Jadi, ada e unsur identitas di H.

Oleh karena (1), (2), (3), dan (4), maka H subgrup dari G. O

Contoh 2.5.2. Himpunan Zg = {0, 1,2, 3,4, 5} suat
| LNIVERSI AS ANDAT 4
at mc def]

nisikan penjumlahan modulo 6-(+
a ¢ b = ¢ di

himpunan bilangan bu-

agal berikut

SO

impunan Zg

(b) Dari tabel di atas diperoleh:

Invers dari 0 adalah 0.

Invers dari 3 adalah 3.

Oleh karena (1), (2), dan (3), maka H subgrup dari Zs terhadap operasi +s.
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Definisi 2.5.2. [3] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Untuk setiap
a,b € G, a dikatakan kongruen dengan b mod H ditulis sebagai a = b mod H

jikaa bt € H.

Teorema 2.5.3. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a,b € G.
Didefinisikan relasi kongruen modulo H sebagai berikut a = b mod H jika

a bt € H. Reldsi kongrueh. modulo H-adalah"suatu.rélasi ekuivalen di G.

Bukti. Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a,b € G. Didefinisikan
relasi kongruen modulo H sebagai berikut a 22 b mod H jika a b € H. Akan

ditunjukkan relasi kongruen modulo H suatu relasi ekuivalen di G.

1. Ambil a € G, akan ditunjukkan @ = a mod H. Oleh karena H sub-
grup dari G dan Gysuatu grup, maka ada unsur identitas di H yaitu e
sedemikian sehingga untuk setiap h € H berlaku h e = e h = h. Oleh
karena e unsur identitas di H, H subgrup dari G, dan G suatu grup,
maka e unsur identitas di G sedemikian sehingga untuk setiap g € G
berlaku g e = e g = g. Oleh karena a € G dan G suatu grup, maka a

1 -1

mempunyai invers di G yaitu a~ ' sedemikian sehinggaaa ' =a ' a=e.

Ini-berartira o 6 H sehingga a = a mod H.

2. Ambil a,b € G dengan a = b mod H, akan ditunjukkan b = a mod H.
Oleh karena a = b mod H, maka a b~! € H. Selanjutnya, oleh karena
a b~' € H, H subgrup dari G dan G suatu grup, maka a b~' mem-
punyai invers di H yaitu b ' sedemikian sehingga (a b_l) (b a_l) =

(b a’l) (a b’l) = e. Ini berarti b a™' € H sehingga b = a mod H.
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3. Ambil a,b,c € G dengan a = b mod H dan b = ¢ mod H, akan ditun-
jukkan @ = ¢ mod H. Oleh karena a = b mod H dan b = ¢ mod H,
maka a b' € Hdanbc '€ H. Oleh karenaa b € H,bc ' € H, H
subgrup dari G dan G suatu grup, maka (a b’l) (b c’l) € H. Oleh
karena (a b_l) (b c_l) € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka (a b_l) (b.c_l) @G| Oleh karenaj G’ suatu grup, maka ada unsur
identitas di G yaitu e sedemikian sehingga untuk éetiap g € G berlaku
ge=e g=g. Oleh karena b € G dan G suatu grup, maka a mempunyai
invers di G yaitu b~ ' sedemikian sehingga b b~ = b~' b = e. Perhatikan

bahwa:

(08 (b)) = (b)) 8)

Ini berarti a ¢~ € H sehingga a = ¢ mod H.

Oleh karena (1), (2), dan (3), maka relasi kongruen modulo H suatu relasi

ekuivalen-di‘d. . ; O

Definisi 2.5.3. [B] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G dan re-
lasi kongruen modulo H suatu relast ekuivalen pada G. Untuk setiap a € G

didefinisikan kelas ekuivalen dari a sebagai himpunan
cda)={xeG|x=amod H}.

Definisi 2.5.4. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a € G.
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1. Himpunan Ha ={h a | h € H} disebut koset kanan dari H di G.

2. Himpunan aH = {a h | h € H} disebut koset kiri dari H di G.

lat modulo 6. Didefinisikan penjumlahan modulo 6 (+4) di Zg sebagai berikut
@ +¢ b = ¢ dimana ¢ adalah sisa dari a + b setelah dibagi 6. Himpunan Zs
suatu grup. Himpunaﬁ I — {6,3} subgrup dari Zg.

Koset-koset kiri dari H di Zg adalah

Koset-koset kanan dari H di Zg adalah

H+¢0 = H+6¢3 = {0,3}
H+¢1 = H+¢4 = {1,4}
H¥¢2.= H +¢b= {2,5}

Teorema 2.5.4. [3] Misalkan G’ suatu grup, H subgrup dari-G,-dan a € G,

maka Hao = {x € G | © =2 a mod H} = cl (a).

Bukti. Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a € G. Akan ditun-

jukkan Ha = {z € G | x =2 a mod H} = cl (a), yaitu dengan menunjukkan:
1. Ha Ccl(a),

2. cl(a) C Ha.
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1. Akan ditunjukkan Ha C ¢l (a). Ambil z € Ha, akan ditunjukkan x €
cl(a). Oleh karena z € Ha, maka © = h a untuk suatu h € H. Oleh
karena h € H, H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka h € GG. Oleh
karena h,a € G dan G suatu grup, maka h a € GG. Oleh karena x = h a
dan h a € G maka x € GG. Oleh karena GG suatu grup, maka ada unsur
identitas di GG yqitu ersedemikian selringga untuk setiap g € G berlaku
ge=eg=g. Oleh karena a € GG dan G suatu grup., maka @ mempunyai
invers di G yaitu o' sedemikia sehingga aa ' = a~' a = e. Perhatikan

bahwa:

r = ha
ra' = (ha)a?
) (R h(aal)
ral = he
zal = h

Ini berarti z @' € H sehingga x = g.mod H. Akibatya, x € cl (a). Jadi,

untuk setiap x € Ha diperoleh x € ¢l (a) sehingga Ha C ¢l (a).

2. Akan ditunjukkan ¢l (a) € Ha. Ambil x € cl(a), akan ditunjukkan
x € Ha. Oleh karena z € ¢l (a), maka x € G dan x = a mod H. Oleh
karena = = a mod H, maka z a~' € H. Oleh karena z o' € H, maka
x a~' = h untuk suatu h € H. Oleh karena h € H, H subgrup dari G,
dan G suatu grup, maka h € G. Oleh karena z ! = h dan h € G maka

z a~! € G. Oleh karena G suatu grup, maka ada unsur identitas di G
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yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap g € G berlaku g e =e g = g.
Oleh karena a € GG dan G suatu grup, maka a mempunyai invers di GG

yaitu a~! sedemikia sehingga a ¢! = ™' a = e. Perhatikan bahwa:

NPIERSITAS AND

a1 # E

ALAS

Olel 4 2 % - . U

Akiba aka untuk

setiap

satg‘hﬁmw lb;m-‘EIL IJaJ'Fﬂ Hb'= & M’ yaitu dua

kelas ekuivalen yang erla u anya salah satu dari bertkut sama atau

tidak mempunyai elemen,

3. G’zUHa.

aeG

Bukti. Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Berdasarkan Teorema

dan Teorema maka diperoleh untuk setiap a,b € G berlaku:
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1. Ha # @,

2. Berlaku hanya salah satu dari Ha N Hb = @ atau Ha = Hb yaitu dua
kelas ekuivalen yang berlaku hanya salah satu dari berikut sama atau

tidak mempunyai elemen,

3. G:UHa.

a€eG

]

Lemma 2.5.2. [1] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Terdapat

korespondensi satu-satu antara setiap dua buah koset kanan dari H di G.

Bukti. Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a,b € GG, maka Ha dan
Hb adalah suatu koset kanan dari H di G. Akan ditunjukkan bahwa terdapat
korespondensi satu-satu antara Ha dan Hb, yaitu terdapat pemetaan f yang

bersifat satu-satu dan pada dari Ha ke Hb. Buat pengaitan f sebagai berikut:

f:Ha — Hb

ha — hb

I Akan ditunjukkan; f terdefinisi dengan! baik. Ambil #1, o€ Ha dengan
r1 = x9, akan ditunjukkan f (z;) = f(z2). Oleh karena x1,29 € Ha,
maka 1 = hy a dan 9 = hy a untuk suatu hy,hy € H. Oleh karena
hi,ho € H, H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka hy, hy € G. Oleh
karena GG suatu grup, maka ada unsur identitas di GG yaitu e sedemikian
sehingga untuk setiap g € G berlaku g e = g e = g. Oleh karena a € G

dan G suatu grup, maka a mempunyai invers di G yaitu a~' sedemikian
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sehingga a a™' = a™' a = e. Perhatikan bahwa:

Ty = X2

1a dengan
, Ty € Ha,
Jleh karena

1aka hy, he € G. Oleh
a pﬁ-}ﬁ e sedemikian
sehingga untuk setiap g € G berlaku g e = g e = ¢g. Oleh karena b € GG
dan G suatu grup, maka b mempunyai invers di G yaitu b~' sedemikian

sehingga bb™! =b"! b=e.
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Perhatikan bahwa:

1, f suatu pemetaan satu

ditunjukkan

\- ay € Hb,
makKka g m.ulv 8 ] f(ha):
Ole

maka efud.a.ph atu antara

setiap dua buah koset kanan dari H di G.
Teorema 2.5.5. [3] Misalkan G suatu grup hingga dan H subgrup dari G,

maka o (H) membagi o (G).

Bukti. Misalkan G suatu grup hingga dan H subgrup dari G, akan ditun-
jukkan o (H) membagi o (G). Misalkan G = {e, as, ..., a;}. Berdasarkan Akibat
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2.5.1{ diperoleh G = U Ha. Ini berarti

a€eG

G=HeUHayU..UHa,.
sehingga

0(G)=o0(He) + o(Hay) + ... + o(Hay).

IVERSITAS ANDA
Oleh 1 _ dan berdasarkan Lemma2.5.2/d LA S

.

o( I‘ - (Hay) sehingg
E L K]
' ”~
.ﬂ 'A-Iﬂ
L '!1.--
‘ Ll o T
. 4 ~ o~

-
.

untuk suatu ¢ banyak koset k

di G. erarti o (H)

me --'. o (G).

Teo

(a, Q aqQ "lyﬂ.‘
ag@ngamm N
A~

2. (a) Ha = Hb jika dan hanya jika a b~' € H;

(b) aH = bH jika dan hanya jika a™* b € H.
Bukti. Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a,b € G.

1. (a) Akan ditunjukkan Ha = H jika dan hanya jika a € H.
(=) Misalkan Ha = H, akan ditunjukkan a € H. Oleh karena
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Ha = H, maka hy a = hy untuk suatu h;,hy € H. Oleh karena
H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka ada unsur identitas di
H yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap h € G berlaku h e =
e h = h. Oleh karena hy; € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka h; mempunyai invers di H yaitu h;' sedemikian sehingga
harhTt = hoithiese] ‘Oléhkaremtes by, b1, ho € H, H subgrup dari
G 'dan G suatu grup, maka hy, h]*, hy € G. .Oleh karena e unsur
identitas di H, H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka e unsur
identitas di G' sedemikian sehingga untuk setiap ¢ € G berlaku

g e = e g = g. Perhatikan bahwa:

h1 a = h2
hl_l (hl CL) - hl_l ]’LQ
(hl_l hl) a = h;l h2

ea = hi'hy

Oleh karena hy', ho € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka hg. € H. Tulis h;' hy = Azmumtik suatti hs € H, maka
a = hs sehingga a € H.

(<) Misalkan @ € H. Akan ditunjukkan Ha = H, yaitu dengan

menunjukkan:
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Oleh karena a € H, maka a = hy; untuk suatu h, € H.

()

r)

Akan ditunjukkan Ha C H. Ambil z € Ha, akan ditunjukkan
x € H. Oleh karena x € Ha, maka x = hy a untuk suatu

hy € H. Perahtikan bahwa:

T———ho. O

= hyh

Oleh karena hy, hs € H, H subgrup gari GG, dan G suatu grup,
maka ho hqy € H. Tulis hy hiy = h; untuk suatu hs € H, maka
r = hg sehingga x € H.. Jadi, untuk setiap x € Ha diperoleh

x € H sehingga Ha C H.

Akan ditunjukkan H € Ha. Ambil x € H, akan ditunjukkan
x € Ha. Qleh karena x € H, maka x = hy untuk hy, € H.
Oleh karena H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka ada
unsur identitas di H yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap
h € G berlaku h e = e h = h. Oleh karena a € H, H sub-
grup dari G dan G suatu grup, maka a mempunyai invers di
H yabitu.a_1 sedemikian sehingga a a ' = a’.l a = e. Oleh
karena a,a ", hy € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka a,a” ', hy € G. Oleh karena e unsur identitas di H, H

subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka e unsur identitas di G

sedemikian sehingga untuk setiap g € G berlaku ge =e g =g.
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Perhatikan bahwa:

x = hy
= hye
— hy (a'a)
= (I 0=-q

Oleh karena a™*, hy € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka hya* € H. Tulis hy a ' = hs untuk suatu hy € H,
maka z = hs a sehingga * € Ha. Jadi, untuk setiap x € H

diperoleh x € Ha sehingga H C Ha.

Oleh karena (*) dan (**), maka Ha = H. Jadi, Ha = H jika dan

hanya jika a € H.

Akan ditunjukkan aH = H jika dan hanya jika a € H.

(=) Misalkan aH = H, akan ditunjukkan ¢ € H. Oleh karena
aH = H, maka a hy = hy untuk suatu hy,hs € H. Oleh karena
H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka ada unsur identitas di
H yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap i € G berlaku h e =
e h = h. Oleh karena h; € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka h; mempunyai invers di H yaitu h;' sedemikian sehingga
hi hi' = h{' hy = e. Oleh karena hy, hy', hy € H, H subgrup dari
G dan G suatu grup, maka hy,h;', hy € G. Oleh karena e unsur
identitas di H, H subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka e unsur

identitas di G sedemikian sehingga untuk setiap ¢ € G berlaku
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g e =e g = g. Perhatikan bahwa:
a hl = h2

((l hl) hl_l = h/2 hl_l

a (hl hl_l) = h2 hl_l

RSITAS ANIJ A

5 f £

LAﬁ

uNW

atu grup,

€ H, maka

‘.mo ‘. an ditunjukkan

..--'-\ i r“'--.._
ho € H. Perahtikan bahwa:

r = a hs

= hl hQ

Oleh karena hy, he € H, H subgrup gari GG, dan G suatu grup,

maka hy he € H. Tulis hy hy = hs untuk suatu hs € H, maka
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(**)

r = hg sehingga x € H. Jadi, untuk setiap x € aH diperoleh
x € H sehingga aH C H.

Akan ditunjukkan H C aH. Ambil x € H, akan ditunjukkan
r € aH. Oleh karena x € H, maka x = hy untuk hy € H.
Oleh karena H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka ada
unsus i(_ientit-as'di |Hyaitu efsetlemikian sehingga untuk setiap
h € G berlaku h e = e h = h. Oleh ka.rena a € H, H sub-
grup dari G dan G suatu grup, maka ¢ mempunyai invers di

! sedemikian sehingga ¢ ' = o' @ = e. Oleh

H yaitu a~
karena a,a” ', hs € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka a,a” ', hs € G. Oleh karena e unsur identitas di H, H
subgrup dari G, dan G suatu grup, maka e unsur identitas di G

sedemikian sehingga untuk setiap g € G berlaku ge =¢e g = g.

Perhatikan bahwa:
r = he
== E"
= (a a_l) ho
="=q (a_l hQ)
Oleh karena a™ ', hy € H, H subgrup dari G dan G suatu grup,
maka a ' hy € H. Tulis a= ' hy = hs untuk suatu hy € H,

maka © = a hg sehingga » € aH. Jadi, untuk setiap x € H

diperoleh x € aH sehingga H C aH.

Oleh karena (*) dan (**), maka aH = H. Jadi, aH = H jika dan
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hanya jika a € H.

2. (a) Akan ditunjukkan Ha = Hb jika dan hanya jika a b~" € H.
(=) Misalkan Ha = Hb, akan ditunjukkan a b=' € H. Oleh karena
Ha = Hb, maka h; a = hy b untuk suatu hy, hy € H. Oleh karena H

subgrup dari G, dan A , maka ada unsur identitas di H

-

mikian selg Iy bt =
, p dari G dan G

lentitas di

lentitas di

€cqg=4g.

1 invers di
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Perhatikan bahwa:
hl a = hQ b
hi'(hia) = it (ke b)

(hl_l hl) a = (hl_l h2) b

ea = Tha) D

ho1 h2‘).‘

L K]

S

leh karena

suatu grup,

i

ka bt € H, maka

= Hb, yaitu

Oleh karena ¢ b~ € H, maka a b~' = h; untuk suatu hy € H.
Oleh karena H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka ada unsur
identitas di H yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap h € G
berlaku h e = e h = h. Oleh karena hy € H, H subgrup dari
G, dan G suatu grup, maka h; mempunyai invers di H yaitu hy*
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sedemikian sehingga hy hy' = hi' hy = e. Oleh karena hy, hy' € H,
H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka hi,h;' € G. Oleh
karena e unsur identitas di H, H subgrup dari GG, dan G suatu
grup, maka e unsur identitas di G sedemikian sehingga untuk setiap
g € G berlaku g e = ¢ g = g. Oleh karena b € G dan G suatu

LD, ﬁWEWW@eﬂN@ﬁEAS Qmikig

- b_e Perhatikan bahwa'

sehingga

N2
m

(*) Akan ditunjlﬂfl'(;r}

f?{\bb." Ambil z € Ha, akan ditunjukkan
x € Hb. Oleh karena x € Ha, maka x = hy a untuk suatu
hy € H. Oleh karena hy € H, H subgrup dari G, dan G suatu

grup, maka hy € G.
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Perhatikan bahwa:

r = hsa
= hy (h1 b)

= (ha hy) b

atu grup,

TR IRSS HTS45 AN B 7 v

~ maka ;'L-z h.1 € H. Tulis hy hy = hs "?’ H, maka

di, untuk

ald-fa ditunjukkan

ha tuk suatu

G suatu

he € H. Qleh kare . bgrup dari

J-..‘

grup, maka hy € G. an bahwa:
v s '1:.1

T
', dan G suatu grup,

maka hy hy' € H. Tulis hy hy* = hs untuk suatu hs € H, maka
x = hz a untuk suatu hy € H sehingga r € Ha. Jadi, untuk

setiap z € Hb diperoleh = € Ha sehingga Hb C Ha.

Oleh karena (*) dan (**), maka Ha = Hb. Jadi, Ha = Hb jika dan

hanya jika a b~! € H.
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(b) Akan ditunjukkan aH = bH jika dan hanya jika a ™' b€ H.
(=) Misalkan aH = bH, akan ditunjukkan a~' b € H. Oleh karena
aH = bH, maka a hy = b hy untuk suatu hy, hy € H. Oleh karena H
subgrup dari GG, dan G suatu grup, maka ada unsur identitas di H

yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap h € G berlaku he =e h =

h. O GWRSWK@Q&INWE 7 da orup, maka
, mempunyai invers di H yaitu hy ' sedemikia hy hy' =
y 5 ari G dan G
lentitas di

lentitas di

ecqg=4g.

- Oleh karena ¢ 1 invers di

G yaitu b~ ' s
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Perhatikan bahwa:
a hl = b hg
at (ah) = a' (bhy)

(a_l a) hy = (a_l b) ho

eh = a=1b) _h
[ONNERE SR BT LA

= (@'t

suatu grup,

wka by hy tuk sus € H, maka

= bH, yaitu

BNy CTT T Ve oo

(**) bH C aH.

Oleh karena ¢! b € H, maka o' b = h; untuk suatu hy € H.
Oleh karena H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka ada unsur
identitas di H yaitu e sedemikian sehingga untuk setiap h € G
berlaku h e = e h = h. Oleh karena hy € H, H subgrup dari
G, dan G suatu grup, maka h; mempunyai invers di H yaitu hy*
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sedemikian sehingga hy hy' = hi' hy = e. Oleh karena hy, hy' € H,
H subgrup dari G, dan G suatu grup, maka hi,h;' € G. Oleh
karena e unsur identitas di H, H subgrup dari GG, dan G suatu
grup, maka e unsur identitas di G sedemikian sehingga untuk setiap
g € G berlaku g e = ¢ g = g. Oleh karena a € G dan G suatu

RLID; ﬁWEﬂWR@eﬂN@gh attties

=" (L = e. Perhatikan bahw:a

sehingga

N A
ﬂﬂ!ﬂ%

(*) Akan ditunjﬁfl'(;r}

8
aH f?ﬁ“ Ambil z € aH, akan ditunjukkan
x € bH. Oleh karena x € aH, maka x = a ho untuk suatu
hy € H. Oleh karena hy € H, H subgrup dari GG, dan G suatu

grup, maka hy € G.
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Perhatikan bahwa:
T = a hs
= (b hl_l) ho

— b (hi' h)

Ole

141

ena ;' hy € H, H subgrup dari G, dan G suatu grup,

VERSITAS ANDy
sy Thy € H. Tulis By

l',l tu hy € H,

. hs € H sehi pH. Jadi,

! un C bH.

) A 1 ditunjukkan

b h, untuk suatu

hy € H. Ole oTUp ax;iii G suatu

~ grup, maka b ikan bahwa: Fa
4 5 B,

Oleh | & != .- ! ' dari G suatu grup,
h q) 5 { subg grup
maka ) - untuk-suatu h3 S H, maka

O

x = a hz untuk suatu hy € H sehingga = € aH. Jadi, untuk

setiap x € bH diperoleh = € aH sehingga bH C aH.

Oleh karena (*) dan (**), maka aH = bH. Jadi, aH = bH jika dan

hanya jika a™' b e H.
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