


BAB 1

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diuraikan beberapa teori yang berkaitan

dengan bahasan topik pada skripsi

CERSITAS ANp: T

esentasi fungsi mate-

matika seba, nya dihitung dari

turunan fung

I = [a,b], dan

Y ada pada

(a,b). Jika zpé . — .414'
NS
2

g\ ‘
dan xqo sedem? ﬁgz\\b;l/; ED " A :
+ dy ‘PJ y) ' (

A
A

tik ¢ di antara x

0 T —x0)* +...
ﬂi?@@—4M”+RA@, (1.1.1)
dimana
R () = %(w — o)™ (1.1.2)
dan
T —) (1.1.3)




Bukti. Misalkan zy dan z diberikan dan misalkan J adalah suatu interval
tertutup dengan titik-titik ujungnya zy dan z. Definisikan fungsi F' di J,

yaitu

=f(n+1) (C) (x o

(n+1)!

Dengan menetapkan nilai £ = xy pada persamaan ({1.1.4])) dan melakukan
perhitungan aljabar, diperoleh hasil yang diinginkan. W
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Jika fungsi f memiliki turunan dari semua orde di titik z

dalam R, persamaan ([1.1.1)) dapat ditulis

— S (x0) n
flz) = Z; (@ =)™ (1.1.5)

Persamaan (|1.1.5)) dikenal sebagai deret Taylor untuk f(z) di z =~ .
Kekonvergenan deret Taylor ([1.1.5)) dijamin oleh suku sisa R, (z) yang menuju

ke 0 untuk setiap = di interval — x9| < R}, dimana R menyatakan

T, persamaa

flz+ ! R,(z), (1.1.6)

dimana

(1.1.7)
Selanjutnya nyatakan. R, (2 oa-dengan galat pemoton-
gan orde A"t
1.2 Persamaan Fuler-Lagrange
Perhatikan persamaan berikut :
t2
Sl = [Pt (128
t1
to
Wy :/ F(t,u,u)dt (1.2.9)
t1



dimana F adalah fungsi yang diferensiabel pada tiga variabel (¢, y,y')

dan (t,u,u’) pada persamaan (1.2.8) dan ((1.2.9). Andaikan y(t) adalah se-

barang kurva yang melewati dua titik P(t;,y;) dan (2, y2) seperti yang diilus-

trasikan pada gambar(2.2.1):

. S Q(tz- Yz)

y(t)
[ y(®) + aq(t)

P(tp Yi)

ada kurva adalah

sehingga kurva

Misalkan ada fungsi baru yang dilambangkan dengan S*[y]

to
S*[y] =/ F(t,y+aq,y + aq')dt (1.2.10)

t1

dan misalkan variasi pada S dinotasikan sebagai ds

to
Os=5"— 5= / [F(t,y+aq,y +aq) — F(t,y,y)]dt (1.2.11)
t1



karena t tetap, maka mengakibatkan F' dirubah menjadi dua variabel y dan

y'. Dengan menggunakan deret Taylor yang diberikan oleh

- o 0 0 9. Flty)
Flik, yrtl) = F(ty)+ (kg ) (F(6 )+ e+ 02—

4o (1.2.12)

dan dengan mengambil variasi orde pertama dari deret Taylor tersebut, per-

samaan ([1.2.11)) menjadi

(1.2.13)

maka

/t CRE _d Ok b — o (12.14)

1

Karena ¢(t) merupakan fungsi sebarang, maka persamaan ((1.2.14]) hanya dipenuhi

jika

2 9F d OF
5 [5’_y - a(a—y,)]aht = 0. (1.2.15)



Dengan menurunkan kedua sisi pada persamaan (({1.2.15)) menjadi

oF d OF

— — —(=—)=0. 1.2.16

a9y dt(ay’) ( )
Jika F' = F(t,u,u’), maka (1.2.16) menjadi

oF d OF

persamaan (|1.2.16)) dan (1.2.17)) disebut sebagai persamaan FEuler-Lagrange

Teorema 1.3.1. (Teorema Kalkulus Variasi)[?] Asumsikan bahwa F adalah

C?-fungsi yang terdefinisi di R®. Maka berdasarkan integral dalam bentuk

/ (bt (1.3.19)

Jika sebuah fungsi x* maksimum atau minimum pada integral di di-

antara semua x € C?[to, t,] yang memenuhi kondisi titik akhir

x(to) = Zo, $(t1) = X



maka x* memenuhi persamaan Euler-Lagrange

OF . d OF .
S (b (0),8() = 2 (G- (b(t),6(0) =0 (¢ € [to,t]). (1.3.20)

Jika fungsi (z, &) adalah konkaf (konveks) untuk setiap t € [to, t1], maka funsi

x* yang memenuhi (1.3.20), menyelesaikan masalah maksimum (minimum,).

Untuk membuktikan Teorema 2.3.2, dibutuhkan

Lema 1.3.1. (Le

alkuhs Variasi)[?), z alkan C"[to, T] adalah him-

wra. kontinu pada selang

punan fungsi-fungsiyang dapat diturunan n kah see
[to, T] dan h(t) kontinu bagian a dam terbatas di selang [to, T

jik

Bukti. Mis h(t) # 0 untuk

/ \gian pada [to, T
/’:4 > 0 pada (c,d)

&

suatu a € [to \
maka terdap %:\:'/

ambil fungsi ¢(i

(t—c)(d—t)"" t € (c,d)
(9(t) = (1.3.21)

0 ,t € [to, T]\ (c,d) bilangan yang diberikan.

Jelas bahwa g € C"([to, T]) dan g(t) > 0,t € (¢,d)

/ h(t)g(t)dt = /Ch(t)g(t)dtJr / h(t)g(t)dt+ / h(t)g(t)dt

/ " gyt = 0+ / Mgt 10 > 0
/ C gt > 0
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yang bertentangan dengan hipotesis.

Untuk membuktikan Teorema 2.3.2 dibutuhkan juga

Proposisi 1. [?] misal g € C? fungsi yang terdefinisi di bujursangkar R =

[a,b] x [c,d] € R?

maka

Bukti. Misa eragam pada R.

Oleh karena

untuk setiaf Dengan menggu-

nakan teorema an v sehingga,

Sebaliknya

</ ‘ dt =€, untuk |[v —u| < 0.

—J, b—a
Akibatnya
_ _ b
G'(u) = lz’mv_m—G(U) Glu) _ lz’mv_mg(t’v) 9t u) gy _ / @(t,U)dt.
v—u v—1u . Ou



Bukti Teorema 2.3.2 Gunakan kembali masalah maksimum

t1
max/ F(t,z, &)dt (1.3.22)

T to
dimana z(ty) = xo dan z(t;) = 4

dan zy, x; merupakan bilangan yang diberikan.

Asumsikan bahwa z* € C?-fungsi yang menyelesaikan (1.3.22)). Misal

L sebarang = 0 untuk setiap

rill e fungsi

C? memenuhi

kondisi titik:

Sekarang

t1
I(e) = / F(t, 2" +ep, &™ + ep)dt.

to

Dengan menggunakan proposisi sebelumnya, dan dengan mengganti p diper-

oleh
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b OF oF" .

= 7(0) = —u+ ——f)dt
0 (0) t [8:17M+ oz A
dimana
oF  OF, ., . o _oF . . ..
% — %(t’x , T ) dan 81‘* = %(tam , L )
maka
b "oF
:1’0:/ ——pdt + — bt
() to 8.T t0 83;*
akibatnya

Untuk setiap n menggunakan lemma

2.3.3 maka

titik akhir ((1.3.22). Akan dibuktikan z* menyelesaikan masalah maksimum.
Misal x sebarang fungsi admisible pada masalah. Dengan konkafiti ” Ketak-

samaan Gradien” menghasilkan

F(t,z, &) — F(t,z*, ") < %(x — ")+
OF . d OF L aF
%(x—x)(a(%(x—x)ﬂ%%(x—w)
_dOF

= E((W("@ — "))
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untuk semua t € [y, t1]. Dengan menggunakan integrasi maka

to to to

dimana dengan menggunakan kondisi titik akhir untuk x dan z* pada langkah

terakhir. Akibatnya

t1 t1
/F(t,x,j:)dtg/ F(t,z*, &")dt.

to to
1.4 Prinsip~Maksimum-Pontryagin

Prinsip Maksimum Pontryagin (PMP) merupakan salah satu
metode untuk komputasi pada kontrol optimal. PMP memberikan syarat perlu
fundamental untuk sebuah kontrol trayektori (keadaan) (x, u) supaya optimal.
Untuk solusi ‘dari masalah kontrol optimal, metode PMP menentukan him-
punan pada syarat perlu agar kentrol optimal dan persamaan costate haruslah
dipenuhi. Syarat perlu diperoleh dari fungsi Hamiltonian H yang didefinisikan
sebagai [?]:

H(t, ziu )= AL e ) A Ag (6 2 w) (1.4.23)

Prinsip Maksimum Pontryaginanenyatakan bahwa [?]:
Misal diberikan masalah kontrol optimal berikut
Maks J(u) = S(z(T), T) + / " P, )t
0
kendala &(t) = f(z,u,t), x(0) = .
Syarat perlu agar suatu u* menjadi kontrol optimal pada persamaan

di atas adalah

H(t,z*,u*, \) > H(t,z,u,\) untuk setiapt € [0,T]
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— =0 (Kondisi optimal)

ou
H
T = 68_)\ (Persamaan state) (1.4.24)
H
A= —%— (Persamaan adjoin)
x

MT) bebas (Kondisitransversal).

< ﬂ‘\TERSITAS AND 4 Lag

Bukti [?]:
Berdasarkan masalah kon imal dasar pada bentuk
(1.4.25)
(1.4.26)
dimana aka umkan (|1.4.25])

ariabel keadaan

pada (|1.4.26)).

yang dinota vatiabel adjoin meru-
(7177 MY/ 4
pakan hasil o%y )vad)(ﬂ riabel kkeadaan.» Variak ol adjoin diperkenalkan
U2 DT ATR A Dy

Il e e
ke masalah kontrol*eptinia "m‘,ﬂ""\"- niain-{F4.23), dimana H meno-

olel] i-"\“§~: LATIVILLO

tasikan hamiltonian dan sebuah fungsi empat variabel ¢, z,u, \. Untuk per-

samaan konstrain ([1.4.25)) dibentuk fungsi tambahan J* sebagai

J = /0 7+ D Mg — )l (1.4.27)

dimana integral

i=1

13



Fungsi Hamiltonian H didefenisikan sebagai

H=f+> \g (1.4.29)
i=1
sehingga
T n
J* = / [H = Nyt (1.4.30)
0 i=1

Integral baru F' = F(x,u,t) menjadi

(1.4.31)
Gunakan persa

(1.4.32)

(1.4.33)
Jika dihubu \ diperoleh

(1.4.34)

u =SSP AN N7 (1.4.35)
J A Xé)f

— 1 = L I A .
20, (E439).(L4.35); 5aka diperoleh

_8xi:)\i i=1,2,---,n (1.4.36)
oH

=0;7=12,--- ,m. 1.4.37
auZ ’] )= 7m ( )

dimana (|1.4.36)) diketahui sebagai persamaan adjoin.

Solusi optimum untuk z, u, A bisa dimuat oleh persamaan (|1.4.26)),(1.4.36]),(1.4.3

Sekarang dapat diketahui bermacam komponen keadaan pada prinsip maksi-

mum untuk masalah (|1.4.25)) sebagai berikut :
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L H(t,z",u*, N\, o) > H(t,x,u, A\, ig) untuk setiap ¢ € [0, 7]
oH
ou
_ OH
Y

o
ox

0  (Kondisi optimal)

3. (Persamaan state)

4. )\ =

(Persamaan adjoin)
5. MT) bebas  (Kondisi transversal)

Berdasatkan kondisi-di-atas, ‘satu dan duasmenyatakan bahwa
untuk setiap waktu ¢ pada u(t), kontrol optimal harus dipilih sehingga memak-
simalkan nilai hamiltonian di semua nilai admisibel pada u(t). Kondisi tiga
dan empat pada prinsip maksimum, x = N dan \ = —8_y memberikan
dua persamaan pada sistem, 'selanjutnya disebut sebagai sistem Hamiltonian

untuk permasalahan yang dibetikan. Kondisi lima A(T)bebas adalah kondisi

transversal disediakan hanya-untuk masalah terminal keadaan bebas [?].

1.5 Metode Runge-Kutta

1.5.1 Bentuk " Umum Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta metode pengembangan dari deret Taylor
yang tidak memerlukan perhitungan turunan yang lebih tinggi dan dilakukan
langkah demi langkah. Metode Runge-Kutta mempunyai tiga sifat utama yaitu
[?]:

1. Metodenya satu langkah, yang berarti bahwa untuk mencapai titik

yi+1 hanya diperlukan keterangan yang tersedia pada titik sebelumnya yaitu
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titik x;, ;.

2. Mendekati ketelitian deret taylor sampai suku dalam A”, dimana
nilai p berbeda untuk metode yang berbeda, dan p ini disebut derajat dari
metode.

3. Tidak memerlukan perhitungan turunan f(z,y), tetapi hanya

memerlukan fungsi itu sendiri.

Bentuk umum metode 2. orde n adalah [?]:

- ﬂwERSI AND ™

(1.5.38)

dengan

“+ Gn1n-1kn—1)

Berdasarkan ODE pada bentuk
X = f(t,z). (1.5.39)
Dalam bentuk umum, Runge-Kutta dapat dinyatakan sebagai
Tiv1 = T; + h®(t;, x5, h) (1.5.40)
dimana ®(t;, x;, h) = arky, +asks + asks + asks + - + apk,.
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Sementara a;,1 = 1,2, 3, ---n adalah konstan dan k;,i = 1,2,3,---n
adalah fungsi relasi yang diberikan oleh
ki = f(ti, z:)

kg = f(tz + Ollh, xX; + ﬂllklh)

ks = f(ti + agh, x; + Parkih + Paskah)

F2 foa) +3(fe +
[fe)(fiw + fif ] + fIF.

tas dapat ditulis

(1.5.41)
Dan fungsi di n=4 diberikan oleh k; = f(t;, z;)
ke = f(t; + arh,z; + Bi1kih)
ks = f(t; + agsh, x; + Barkih + Pagkah)

ky = f(ti + ash, z; + Bs1kih + Bsakah + Basksh).
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Jika disubtitusikan ke (|1.5.40|) diperoleh

Tip1 =; + hlay f(t;, v;)+
azf(ti + Oélh, xX; + ,Bllklh)+
asf(ti + aoh, x; + Borkih + Bogkoh)+

asf(ti + ash, x; + Bs1kih + Baokah + Pasksh)]. (1.5.42)

Jika dibandingkan (|1.5.41))-de

R 1.5.42) dan-Runge-Kutta untuk konstanta

1 NIVE NDALAS
] = —,03 = , 0
2 )
1 1
B 5,521 =0,82 = 33 = 1
T~
ay 6’a2 = Eva

Oleéh karena itu

ky (ti, ;)

h
ko (ti+§,x,~—l—

h h h

ko = [t + 5ot Sy ui 4 5) (1.5.43)
h h h

ks = f(tz + Eaxi + §k2,ui + 5))
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k4=f(ti+h,a:i+h,ui+h)

h
Uit :uz"'g(kl+2k2+2k3+k4)77':07172737 7N

h
:m‘+1:xi+€(k1+2k2+2k3+k4),i:0,1,2,3’... _N.

Algoritma untuk metode Runge-Kutta orde empat untuk A=F (t, \, z,u)

diberikan oleh [?] :

(1.5.44)
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