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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan mencari dimensi metrik dari garf palem CyFP,S,,, un-
tuk £ > 3,0 > 2 dan m > 2. Graf Palem CjF.S,, merupakan graf yang
dibangun oleh tiga graf, yaitu Graf Lingkaran C}, Graf Lintasan P, dan Graf
Bintang S,,. Penelitian ini diperoleh bahwa dimensi metrik graf palem adalah

m, dim(H) = m.

Kata Kunci : Dimensit metrik, Himpunan Pembeda, Graf Palem, Represen-

tass.



ABSTRACT

This paper discusses the metric dimension of the palm graph CyP,S,,, for
k> 3,0 > 2 and m > 2. The palm graph CjP.S,, constructed by graph cycle
Cy, graph path Pj, graph star S5,,. This research obtained that the metric

dimension of palm graphs is m, dim(H) = m.

Keywords : Metric dimension, Resolvingset, Representation, Palm Graph.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
sudah ada sejak lebih dari tiga ratus tahun yang lalu. Teori graf pertama kali
diperkenalkan oleh Leonhard FEuler pada tahun 1736 ketika mencoba
membuktikan kemungkinan seseorang untuk ‘melewati empat daerah yang
dihubungkan dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di Konisberg,
Prussia dalam sekali waktu. Graf digunakan untuk merepresentasikan masalah
jembatan Konisberg tersebut, dengan mengilustrasikan keempat daerah
sebagai titik dan ketujuh jembatan diilustrasikan sebagai sisi.

Seiring perkembangan ilmu pengetahuan, muncul kajian-kajian baru
di bidang teori graf, salah satunya adalah dimensi metrik. Dimensi metrik
pada graf pertama kali diperkenalkan secara terpisah oleh Slater pada tahun
1975 [?] dan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976 [5].

Pada penelitian ini akan dibahas tentang penetuan dimensi metrik
graf palem. Graf Palem CyP,S,, merupakan graf yang dibangun oleh tiga
graf, yaitu Graf Lingkaran C}, Graf Lintasan P;, dan Graf Bintang S,,,, untuk
k > 3,0l > 2 dan m > 2 dengan penambahan beberapa sisi di antara ketiga
graf tersebut.

Riyando dkk. [9] menunjukkan bahwa dimensi metrik dari graf K +
mKy untuk m > 2, adalah dim(K; +mK,) = 3m. Putra dkk. [7] menujukkan

bahwa dimensi metrik graf W, + C,, untuk n € {3,4} adalah dim(W3+ C3)=6



dan dim(W, + C4) = 4. Febrianti dkk. [4] menentukan bahwa dimensi
metrik graf amalgamasi tangga segitiga diperumum homogen, dinotasikan
Amal{Tr,,v}s adalah tiga untuk n = 3 dan empat untuk n = 4. Angraini
dkk. [?] menentukan dimensi metrik dan dimensi partisi dari graf tangga se-
gitiga T'r,, dimana untuk n = 2 dan n = 3 diperoleh bahwa dimensi metrik
dim(Tr,) = 2 dan dimensi partisi pd(Tr,) = 3. Putri dkk. [8] menentukan
bahwa dimensi metrik graf amalgamasi tangga segitiga diperumum homogen,
dinotasikan Amal(Try,v),, adalah lima untuk n = 5 dan m = 3. Aditya dkk.
[1] menentukan dimensi metrik dari subdivisi graf Lobster R, (g;)m, dimana
dimensi metrik dari graf R, (1;1)m untuk n > 2 adalah 2, dimensi metrik dari
graf R,(q;1)m untuk n > 2,9 > 2 adalah n(¢ — 1) dan dimensi metrik dari

graf R,(q;r)m untuk n > 2, ¢ > 2, r > 2 adalah ng(r — 1).

1.2 Rumusan Masalah

Perumusan masalah pada penelitian ini adalah berapa dimensi metrik

dari graf palem, dinotasikan sebagaiC dimana k > 3, [ > 2 dan m > 2.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan dimensi metrik

dari graf palem, dinotasikan sebagai C}P,S,, dimana k > 3, [ > 2 dan m > 2.

1.4 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
Bab I Pendahuluan, yang memberikan gambaran singkat tentang latar be-

lakang, rumusan masalah, serta tujuannya. Bab II Landasan teori, yang mem-



bahas mengenai teori-teori sebagai dasar acuan yang digunakan dalam pemba-
hasan dan mendukung masalah yang dibahas. Bab III Pembahasan, memuat
tentang dimensi metrik dari graf palem. Bab IV Penutup, berisi kesimpulan

dari penelitian. Hasil baru pada penelitian ini diberi tanda <.



BAB 11

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dijelaskan beberapa materi pendukung yang akan
digunakan dalam menentukan dimensi metrik dari graf palem yang dinotasikan

sebagai CyP,S,, dimana k > 3, [ > 2 dan m > 2.

2.1 Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Definisi dan terminologi graf yang digunakan dalam penelitian ini
dikutip dari [3]. Suatu graf G merupakan pasangan himpunan V dan E
yang dapat dituliskan G = (V, E), di mana V merupakan himpunan titik
(verteces) yang tidak kosong 'dan E merupakan himpunan sisi (edges) yang
menghubungkan dua titik.  Misalkan V' = {vy,vs,...,v,} merupakan
himpunan yang berisi n titik di G dan E = {ej,es,...,€,} merupakan
himpunan sisi yang berisi m sisi di G. Sisi pada graf, dapat juga dituliskan
dengan v;v;.

Misalkan terdapat suatu sisi di antara titik v; dan v;, maka titik
v; dan v; dikatakan terkait (incident) dengan sisi e, dan kedua titik terse-
but dikatakan bertetangga (adjacient). Derajat (degree) suatu titik di G
merupakan banyaknya sisi yang terkait dengan v € V(G), dapat dinotasikan
dengan deg(v). Loop merupakan suatu sisi yang memiliki titik awal dan
titik ujung yang sama. Kardinalitas dari himpunan titik V' (G) disebut orde
pada G, dinotasikan dengan |V(G)|. Kardinalitas dari himpunan sisi E(G)
disebut ukuran (size) pada G, dinotasikan dengan |F(G)|. Graf yang hanya

memiliki satu titik dan tidak memiliki sisi dinamakan graf trivial. Titik



terpencil (isolated vertex) merupakan titik yang tidak mempunyai tetangga.

Jalan (walk) merupakan suatu barisan berhingga dari titik dan sisi
di G dapat ditulis sebagai vg,eq,v1,62, ...,ek,v; dimana e; € E(G) untuk
1 < ¢ < k. Titik vg dan titik v berturut-turut disebut titik awal dan
titik akhir. Panjang dari jalan adalah banyaknya sisi dari barisan tersebut.
Lintasan adalah jalan yang melewati semua titik dan sisi yang berbeda.
Panjang lintasan adalah banyaknya sisi yang terdapat di dalam lintasan. Jarak
merupakan panjang lintasan terpendek dari v ke v di (G, dinotasikan dengan
d(u,v). Diameter dari G merupakan maksimum jarak antara dua titik di G,
dinotasikan dengan diam(G).

Suatu graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan di antara
setiap dua titik di v dan v di G. Pada Gambar diberikan contoh graf
terhubung.

V1 V2

Vs Vg

’U4 V3

Gambar 2.1.1: Graf Terhubung.



Graf Lintasan (P,) merupakan suatu graf terhubung yang memiliki
tepat satu lintasan dengan n titik, n > 2. Pada Gambar diberikan contoh
graf lintasan P, untuk n > 2.

® ® ®- - O—@

V1 V2 Vs Un—1 Un

Gambar 2.1.2: Graf Lintasan P, untuk n > 2.

Graf Bintang (.5,,) merupakan suatu graf terhubung yang memiliki
n — 1 titik berderajat satu yang disebut daun dan satu titik berberajat n
yang disebut titik pusat. Pada Gambar diberikan contoh graf bintang S,

untuk n > 2.

Vi1
Un

(% Vo

V3

vy

Gambar 2.1.3: Graf Bintang S,, dengan n > 2.

Graf Lingkaran (C,) merupakan graf terhubung yang mempunyai
n titik yang setiap titiknya berderajat 2, dengan n > 3. Pada Gambar

diberikan contoh graf lingkaran C,, untuk n > 3.

/
/
Cg
¢y

Gambar 2.1.4: Graf Lingkaran C,, untuk n > 3.



2.2 Graf Palem

Graf Palem dinotasikan sebagai C}FP,S,, merupakan graf yang
dibangun oleh tiga graf, yaitu Graf Lingkaran C}, Graf Lintasan P, dan Graf
Bintang S,, dengan pusat vy, dengan k > 3,1 > 2 dan m > 2 [6]. Graf palem
CyPS,, dikonstruksi dengan cara:

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi untuk setiap graf C, P,

dan S,, disajikan sebagai berikut.

V(Cy) = {ug,ug, -+ ug},
V(P) = Hw,we, -, wi},
V(Sn) = {ve,v1,:- ,Um}
E(Cr) = {urug, ugus, ugtia, wg - - - wp—1, U1y, U },
E(R) = {wiwyyws---wi},
E(S,) = {vov1, vov2, VoUs, ** , UgUm—1, VU }-
1. Menambahkan sisi e, diantara titik ujung lintasan graf P, yang dina-

makan w; dengan salah satu titik di graf C,. Tanpa mengurangi peru-

muman, pilih titik u; di graf lingkaran.

2. Menambahkan sisi ey diantara titik ujung lintasan graf P, yang dina-

makan w;, dengan titik pusat dari graf bintang vg.

Dengan penambahan dua sisi tersebut, diperoleh himpunan titik dari

himpunan sisi dari graf palem C.PS,, dengan k£ > 3, [ > 2 dan m > 2



sebagai berikut.

V(H) = V(CyPSn)

= V(Cr)UV(P)UV(Sy,)

= {uill <i<kPU{w|l <j<IFU{vg0<s<m}. (2.2.1)
E(H) = E(CiPSm)

= E(Cy)UE(P)UE(S,) U {ujw,wv}

= {us|l <t <k — 13U {ugugt U fwpwp |1 < p < 1—1} U

{vovg|1 < g <m} U{es, e} (2.2.2)

Pada Gambar dapat dilihat graf palem CjP,S,, untuk k£ > 3,/ > 2 dan

m > 2.

U Uz

Uk —1 uy (%

Gambar 2.2.5: Graf Palem C}P,S,, untuk k£ > 3,0 > 2 dan m > 2.



2.3 Dimensi Metrik pada Graf

Dalam [2], Chartrand dkk memberikan definisi metrik dari suatu graf
G sebagai berikut. Misalkan terdapat suatu graf terhubung yang dinotasikan
dengan G = (V| E), dimana terdapat dua titik u,v € V(G). Jarak antara u
dan v, dinotasikan dengan d(u,v), merupakan panjang lintasan terpendek di
antara u dan v. Misalkan terdapat himpunan terurut (ordered set) W C V(G),
dengan W = {wy, ws,...,w}. Misal terdapat titik v € V(G). Representasi

titik v terhadap W, dinotasikan dengan r(v|W), dimana
T<U|W) = (d(’U, wl)) d(U, w2)) R ,d(U, wk))

Jika untuk setiap dua titik v dan v di G diperoleh bahwa r(u|W') #
r(v|W), maka W disebut sebagai himpunan pembeda (resolving set) untuk
graf G. Himpunan pembeda mempunyai kardinalitas minimum yang disebut
sebagai himpunan pembeda minimum (minimum resolving set). Banyaknya
anggota dari himpunan pembeda minimum ini disebut dimensi metrik dari
graf G, dinotasikan dim(G). Berikut adalah teorema yang berkaitan dengan

dimensi metrik suatu graf.

Teorema 2.3.1. [9] Misal G adalah graf terhubung dengan banyak titik n > 2,

maka dim(G) =1 jika dan hanya jika G = P,.

Bukti. (=) Diberikan graf terhubung G dan v; € V(G), 1 <i <n.

Misalkan graf G berdimensi metrik satu, maka akan dibuktikan graf G meru-
pakan graf lintasan. Misalkan W = {w} himpunan pembeda minimum pada
graf G, dengan |WW| = 1. Karena himpunan pembeda mempunyai kardinalitas
1, maka r(v;|W) = (d(v;, W)) untuk setiap v; € V(G), dengan d(v;, W) = n—1.

Karena terdapat d(v;, W) = n—1, maka terdapat lintasan dengan panjang n—1



di G. Karena terdapat lintasan dengan panjang n — 1 pada G, maka GG adalah
graf lintasan. Jadi, terbukti bahwa G merupakan graf lintasan.

(<) Jika graf G merupakan graf lintasan dan v; € V(G) dengan 1 < i < n
akan dibuktikan dimensi metrik graf G adalah satu. Misalkan {vy,va, ..., v,}
lintasan dengan panjang n—1. Misalkan W = {v, }, akan dibuktikan W = {v;}
adalah himpunan pembeda. Karena {vy, vy, ..., v,} lintasan, maka d(vy, v,) =
n — 1 untuk 1 < ¢ < n. Akibatnya, untuk setiap u,v € V(G) dengan u # v,
maka r(u|W) # r(v|W). Oleh karena itu, W dengan kardinalitas satu adalah
himpunan pembeda. Selanjutnya akan dibuktikan W = {v;} himpunan pem-
beda dengan kardinalitas minimum. Karena tidak ada himpunan pembeda
dengan kardinalitas kurang dari satu, maka W = {v;} merupakan himpunan
pembeda dengan kardinalitas minimum. Dengan demikian, terbukti bahwa
graf G berdimensi metrik 1.

]

Berikut merupakan contoh dimensi metrik untuk graf lengkap dapat
dilihat pada contoh berikut ini. Misalkan G = C35 merupakan graf lengkap

dengan 3 titik. Akan ditunjukkan dim(G) = 2.

ag

aj az

Gambar 2.3.6: Graf G.

Akan ditunjukkan batas atas dimensi metrik graf G, terhadap W

dengan menentukan himpunan W, |IW| = 2 sedemikian sehingga representasi
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setiap titik pada G berbeda terhadap W. Ambil himpunan W = {aq,as},

diperoleh
r(a|W) = (d(ai,a1),d(ar,az)) = (0, 1),
r(ae|W) = (d(az,a1),d(az,az)) = (1,0),
r(as|W) = (d(as,a1),d(as, az)) = (1,1).

Karena r(a|W) # r(ax]W) # r(az|W) maka W merupakan

himpunan pembeda untuk G, sehingga diperoleh

dim(G) < 2. (2.3.3)

Karena hanya graf lintasan yang mempunyai dim(P,) = 1, maka
haruslah

dim(G) > 2. (2.3.4)

Berdasarkan persamaan (2.3.1) dan (2.3.2) maka diperoleh dim(G) = 2.
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BAB III

DIMENSI METRIK GRAF PALEM

Pada bab ini akan dibahas tentang penentuan dimensi metrik untuk

graf palem, yang dinotasikan sebagai C PS5, untuk k > 3,1 > 2 dan m > 2.

3.1 Dimensi Metrik C.P.S,, untuk k£ > 3, > 2danm > 2.

Pada Teorema 3.1.1, akan dibahas tentang dimensi metrik dari graf

palem yang dinotasikan CjFP,S,, untuk £ > 3, 1 > 2 dan m > 2.

Teorema 3.1.1. { Jika H = CyB,S,, adalah graf palem dengan k > 3, 1 > 2

dan m > 2, maka dim(H) = m.

Bukti. Diberikan suatu graf palem H = C;P,S,, dengan k > 3, [ > 2 dan
m > 2, seperti pada gambar dengan himpunan titik dan himpunan sisi
seperti pada persamaan (2.2.1) dan (2.2.2)

Berikut disajikan karakteristik dari graf H berdasarkan jarak, dari

suatu titik ke titik lainnya pada graf H tersebut.

1. Perhatikan bahwa pada graf H memuat titik berderajat satu v;, dengan
1 <i <'m, maka setiap daun pada graf H akan memiliki jarak yang sama
ke suatu titik titik a € V(H) — {v1,v9,-+ , v, }. Berdasarkan gambar
diperoleh bahwa untuk titik vy memiliki jarak satu ke titik-titik

yang merupakan daun, dengan demikian jarak titik lainnya |[W| > m—1.

2. Selanjutnya, akan dihitung jarak dari titik u; € V(H) untuk 1 < i < k
ke sebarang titik a € V(H)—V(C%), yang akan dibagi menjadi beberapa

kasus sebagai berikut.



(a) Untuk Cj, k ganjil, maka diperoleh bahwa titik us dan u; berjarak
sama ke titik a, titik ug dan wug_, berjarak sama ke titik a, dan

seterusnya hingga titik Uik dan Uik berjarak sama ke titik a.

(b) Untuk Cj, k genap, maka diperoleh bahwa titik us dan wuy berjarak
sama ke titik a, titik uz dan ug_; berjarak sama ke titik a, dan

seterusnya hingga titik ux dan ux , berjarak sama ke titik a.
2 2

Misalkan H = CyPB,S,, dimana k > 3, [,m > 2 memiliki dim(H)
adalah b dengan b € N. Karena dim(H) = b, maka terdapat suatu himpunan
pembeda W = {x, 2y, «++ )1 }. Berdasarkan! karakteristik dari graf H pada
poin ke-1
diperoleh bahwa sekurang-kurangnya anggota himpunan pada W adalah se-
banyak m — 1 titik. Selanjutnya berdasarkan karakteristik dari graf H pada
poin ke-2, diperoleh bahwa harus ada satu titik u; € V(H) dimana 2 <i < k
C W dengan ketentuan untuk % ganjil yaitu sebarang titik u; € V(H) dimana
2 < i < k dan untuk k genap yaitu sebarang titik w; € V(H) dimana 2 <1i < k
dan i # g + 1.

Berdasakan informasi di atas diperoleh bahwa |W| > (m—1)+1 = m.
Ini berarti bahwa nilai b > m. Dengan demikian dim(H) > m.

Selanjutnya, misalkan diberikan suatu himpunan pembeda W pada
graf H yang disajikan sebagai berikut. Pilih W = {vy, v, -+ ,v;_1,ux}. Akan
ditunjukan bahwa W adalah himpunan pembeda, artinya semua titik akan
mempunyai representasi yang berbeda terhadap W.

Berikut representasi titik-titik v € V(H) terhadap himpunan W =

{v1,v9,+ ,vm_1,ux} yang disajikan sebagai berikut.
T(U|W) = (d(’U, Ul)? d(”’ UQ)? Tty d(’U7 Um*1)7 d<U7 uk))
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap titik-titik pada H

memiliki representasi yang berbeda ke himpunan W.

1. Untuk titik-titik v; € V(H) dimana 0 <i < m, m > 2.

r(vo|lW) = (1,1,1,--- , 1,14+ 2),
r(n|W) = (0,2,2,--+,2,1+3),
r(vo|W) = (2,0,2,--+,2,1+3),
r(vs|W) = (2,2,0,--+,2,1+3),

R PIEB 1EAS (202)2,10, 5254+ 3),

r(Uma1|W) = (2,2,2,:--,0,1+ 3),

romW) = (2,2,2,---,2,0+3).

Karena d(v;, v;) = 0 dan d(v;,v;) # 0, untuk ¢ # j dan 1 <4, j <m —1,

maka representasi v; dan v; berbeda.
2. Untuk titik-titik w; € V(H) dimana 1 < i <1, [ > 2.
r(w1|W) = (27 2, 27 e, 2, [+ 1))

7ﬁ(u)2|VV) = (373a37"'73al)7

T(U)3|W) - (474747"'747l_1)7

r(w|W) = (,1,1,---,1,3),

r(w|W) = (+1,1+1,1+1,---,1+1,2).

Karena d(w;, v;) # d(wj,v;), untuk ¢ # j dan 1 < 4,5 < [, maka repre-

sentasi w; dan w; berbeda.
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3. Untuk titik-titik v; € V(H) dimana 1 <i < kk > 3.

- Untuk nilai k& ganjil.

r(ur [ W)
r(uz| W)
7(us|W)
T(ULgJ’W)

T(ungﬂlw)

(s 1o W)

T(UL%J'F?)'W)

(+2,l+2,142,---,14+2,1),
(l+3,1+3,14+3,---,143,2),

(l+4,1+4,14+4,---,14+4,3),

I+ 5] +10+ 5]+ 10+ 5]+,

+RAE),

(sl 4 [ 2,0 [E] + 2,

+2,£)),

P+ 5] +2,0+ [E]+2,0+ |5 +2,--

+2,15]-1),

(+ ]+ 1,0+ |E]+1,0+ (5] +1,--

+1, £ -2),

(I+4,1+4,14+4,---,1+4,1),

(I+3,1+3,1+3,---,14+3,0).
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- Untuk nilai k£ genap.

r(wm|W) = (+2,1+2,14+2,---,1+2,1),
r(ug|W) = (I+3,1+3,14+3,---,1+3,2),

T(U’3|W) = (l+47l+47l+477l+473)7

r(ug_(|[W) = (+51+51+5,1+55-1),

rlugW) = ((+5+101+5+10+5+1, - 1+5+1,5),

2

. k k k k k
r(u§+1|W) = (l+§+2,l+§+2,l+§+2,--- ,l+§+2,§—1),

— k k k k k
rlus W) = (+E+ LI+ 841045410, I+ E+1,5-2),

r(up_1|[W) = (4,044,144, ,1+4,1),

r(ue|W) = (38,153,013, - ,1+3,)0).

Karena d(u;,v;) # d(uj,v;), untuk ¢ # j dan 1 < ¢, 5 < k, maka representasi
u; dan u; berbeda.

Dari penyajian representasi di‘atas, dapat dilihat bahwa setiap titik
pada H memiliki representasi yang berbeda. Oleh karena itu untuk himpunan
pembeda W = {vy,vq, -+ , Uy_1, ux } dimana |W| = m, maka diperoleh bahwa
dim(H) < m.

Dari uraian di atas, terbukti bahwa asumsi dim(H) = b = m adalah
benar. Disimpulkan untuk graf palem H = C}P,S,, untuk k& > 3, [,m > 2,
maka dim(H) = m. |

O
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BAB IV

KESIMPULAN

Graf Palem (H)= CyF,S,, merupakan graf yang dibangun oleh tiga
graf, yaitu Graf Lingkaran C}, Graf Lintasan P}, dan Graf Bintang .S,,, dengan

k>3, [,m > 2, dengan himpunan titik dan sisi sebagai berikut
V(H) = {w|]l <i<k}U{w;|l <j<Il}U{v,]0<s<m}.
E(H) = {wu|l <t'<E=1}0{uigUdwywy,q|l <p<l—-1} U
{vovg|l < ¢ < m}U{ey,es}.

Hasil dari penelitian ini telah diperoleh bahwa dimensi metrik graf palem

dim(H) = m.
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