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PERNYATAAN KEASLIAN TESIS

Dengan ini saya menyatakan bahwa tesis saya yang berjudul Kestabi-

lan Model Susceptible Infected Treatment Recovered (SITR) dengan

Vaksinasi pada Penyebaran COVID-19 adalah hasil kerja dan karya saya

sendiri dan bukan merupakan jiplakan dari hasil kerja atau karya orang lain, ke-

cuali kutipan yang sumbernya dicantumkan. Jika di kemudian hari pernyataan

ini tidak benar maka status kelulusan dan gelar yang saya peroleh menjadi batal

dengan sendirinya.
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ABSTRAK

KESTABILAN MODEL SUSCEPTIBLE

INFECTED TREATMENT RECOVERED (SITR)

PADA PENYEBARAN COVID-19 DENGAN

VAKSINASI

Oleh: Ratna Hayani Tsani

(Prof. Dr. Muhafzan dan Dr. Arrival Rince Putri)

Dalam artikel ini dikaji kestabilan model dinamika Susceptible Infected

Treatment Recovered (SITR) pada penyebaran COVID-19 dengan pemberian

vaksinasi pada subpopulasi Susceptible. Pada model SITR subpopulasi Suscep-

tible dibagi menjadi dua bagian, yaitu subpopulasi individu rentan yang belum

berusia lanjut dan tidak komorbid, yang disimbolkan dengan S1 dan individu

rentan yang berusia lanjut atau komorbid, yang disimbolkan dengan S2. Model

yang dikontruksi merupakan suatu sistem nonlinier dengan penambahan kom-

partemen vaksin. Model ini memiliki dua titik tetap, yaitu titik tetap bebas

penyakit dan titik tetap endemik. Selanjutnya, dilakukan analisis kestabilan

pada kedua titik tetap tersebut yang menunjukkan bahwa titik tetap bebas

penyakit stabil asimtotik jika I > 0 dan titik tetap endemik stabil asimtotik

jika I = 0. Untuk melihat implementasi dari model diperlukan simulasi nu-

merik dengan menggunakan metode Runge Kutta orde 4 dan bantuan software

Matlab.

Kata Kunci: Kestabilan Model SITR, Vaksinasi, Metode Runge Kutta
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Coronavirus Disease 2019 (COVID-19) adalah penyakit menular yang

disebabkan oleh Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-

CoV-2) [17]. SARS-CoV-2 merupakan coronavirus jenis baru yang belum per-

nah diidentifikasi sebelumnya pada manusia. Ada setidaknya dua jenis corona-

virus yang dapat menimbulkan gejala berat yaitu Middle East Respiratory Syn-

drome (MERS) dan Severe Acute Respiratory Syndrome (SARS). Tanda dan

gejala umum infeksi COVID-19 antara lain gejala gangguan pernapasan akut

seperti demam, batuk, dan sesak napas. Pada kasus COVID-19 yang kronis da-

pat menyebabkan pneumonia, sindrom pernapasan akut, gagal ginjal, bahkan

kematian [17]. Penyakit ini dapat menjadi lebih berbahaya jika diderita oleh

kelompok lanjut usia dan mereka yang memiliki penyakit bawaan (komorbid).

Beberapa penyakit bawaan yang dapat meningkatkan faktor resiko COVID-19

antara lain hipertensi, diabetes, jantung, asma, dan kanker [7].

Sejak kasus pandemi COVID-19 diumumkan WHO, seluruh negara

yang terjangkit berupaya untuk membuat strategi pencegahan wabah COVID-

19 dengan tujuan untuk memperlambat dan menghentikan penularan virus

[17]. Berbagai upaya telah dilakukan pemerintah diantaranya yaitu lockdown,



karantina, 3M (memakai masker, menjaga jarak menghindari kerumunan, dan

mencuci tangan pakai sabun), 3T (tes, telusur, tindak lanjut). Sampai saat

ini belum ditemukan obat untuk mengatasi COVID-19, sehingga vaksin men-

jadi salah satu upaya baru yang dicanangkan untuk meningkatkan kekabalan

tubuh individu. Kemunculan vaksin telah memberi banyak harapan untuk

segera terbebas dari pandemi ini. Vaksinasi bertujuan untuk mengaktifkan an-

tibodi sehingga diharapkan akan kebal terhadap penyakit tersebut atau hanya

mengalami sakit ringan [7]. Kondisi ini juga memicu para ilmuan untuk me-

nganalisis kasus pandemi COVID-19.

Salah satu cara untuk menjelaskan permasalahan COVID-19 ini adalah

dengan pemodelan matematika. Pemodelan matematika COVID-19 mulai dikem-

bangkan sejak pandemi terjadi di awal tahun 2020. Model dasar penyebaran

penyakit adalah model SIR (Susceptible, Infected, Recovered) dimana populasi

dibagi menjadi tiga subpopulasi, pertama adalah subpopulasi Susceptible yang

merupakan individu yang rentan terinfeksi penyakit, kedua adalah subpopulasi

Infected yaitu individu yang telah terinfeksi penyakit, dan terakhir subpopulasi

Recovered merupakan individu yang telah sembuh dari penyakit. Model SIR ini

digunakan oleh Din dan Ebrahem (2021) untuk kasus penyebaran COVID-19 di

Pakistan [5]. Mitra (2020) juga melaporkan model ini untuk kasus penyebaran

COVID-19 di India [10]. Mohsen dkk (2020) membahas tentang kestabilan un-

tuk model SEIQR ( Susceptible, Exposed, Infected, hospital quarantined, dan

Recovery) dengan faktor karantina [11]. Sânchez dkk (2020) juga mengenalkan

model matematika penyebaran COVID-19, yaitu model SITR (Susceptible, In-
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fected, Treatment, dan Recovered) dengan mengasumsikan suatu kondisi ketika

individu yang terinfeksi penyakit harus melakukan pengobatan untuk sembuh

[16]. Dalam penelitian [16] subpopulasi Susceptible (rentan) dibagi menjadi dua

subpopulasi yaitu subpopulasi individu rentan yang belum berusia lanjut dan

tidak punya penyakit bawaan serius (komorbid) dan subpopulasi kedua adalah

subpopulasi rentan dari individu yang berusia lanjut atau individu yang punya

penyakit bawaan serius (komorbid). Rafiq dkk (2022) kembali melanjutkan

kembali penelitian [16] dengan melakukan analisis kestabilan titik tetap dan

melihat simulasi numerik dari model SITR penyebaran COVID-19 [14].

Seiring berjalannya waktu beberapa peneliti mulai mengembangkan

model matematika pada COVID-19 tersebut dengan mempertimbangkan vaksi-

nasi. Model SV EIAHR (Susceptible, Vaccinated, Exposed, Symptomatic in-

fected individuals , Infected asymptomatic, Hospitalized, dan Recovered) meru-

pakan salah satu contoh model yang mempertimbangkan vaksinasi [4]. Res-

mawan dkk (2022) juga membahas suatu model matematika COVID-19 dengan

menambahkan vaksinasi pada model SEIR [15].

Dalam penelitian ini, peneliti memodifikasi model [14] dengan menam-

bahkan vaksinasi, sehingga terdapat subpopulasi vaksin yang berasal dari sub-

populasi Susceptible yang sudah divaksinasi. Selanjutnya dilakukan analisis

kestabilan terhadap model yang diperoleh untuk melihat kestabilan titik tetap.

Pada bagian akhir dilakukan simulasi numerik dengan bantuan software MAT-

LAB.
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1.2 Perumusan Masalah

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini yang akan diteliti adalah:

1. Bagaimana bentuk model Susceptible, Infected, Treatment, dan Recovered

(SITR) pada penyebaran COVID-19 dengan vaksinasi ?

2. Bagaimana kestabilan titik tetap dari model Susceptible, Infected, Treat-

ment, dan Recovered (SITR) dengan vaksinasi?

3. Bagaimana pengaruh pemberian vaksin terhadap subpopulasi Susceptible,

subpopulasi Infected, subpopulasi Treatment, dan subpopulasi Recovered?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah :

1. Menjelaskan model Susceptible, Infected, Treatment, dan Recovered (SITR)

pada penyebaran COVID-19 dengan vaksinasi.

2. Menganalisis kestabilan titik tetap model Susceptible, Infected, Treatment,

dan Recovered (SITR) pada penyebaran COVID-19 dengan vaksinasi.

3. Mengetahui pengaruh pemberian vaksin terhadap subpopulasi Susceptible,

subpopulasi Infected, subpopulasi Treatment, dan subpopulasi Recovered.
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1.4 Sistematika Penulisan

Bagian ini menjelaskan tentang sistematika penulisan tesis. Tesis ini

terdiri dari Bab I Pendahuluan, yang menjelaskan tentang latar belakang, rumu-

san masalah serta tujuan penelitian. Kemudian Bab II Tinjauan Pustaka men-

jelaskan tentang beberapa definisi, teorema serta notasi yang digunakan dalam

penelitian. Bab III Hasil dan Pembahasan menjelaskan tentang kestabilan titik

tetap dari model Susceptible, Infected, Treatment, dan Recovered (SITR) de-

ngan vaksinasi. BAB IV Penutup, berisi tentang kesimpulan dari hasil dan

pembahasan dan terakhir terdapat saran sebagai pedoman untuk penelitian se-

lanjutnya.
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BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan disajikan teori-teori yang berkaitan dengan topik

penelitian ini, yaitu teori dasar matriks, sistem persamaan diferensial orde satu

dan kestabilannya, kriteria Routh-Hurwitz, metode Runge Kutta orde 4, dan

model dinamik SITR penyebaran COVID-19.

2.1 Teori Dasar Matriks

Matriks adalah susunan bilangan atau simbol yang disusun dalam baris

dan kolom sehingga membentuk suatu bangun persegi atau persegi panjang.

Bilangan atau simbol dalam matriks ini disebut entri matriks. Entri matriks

yang muncul di baris i dan kolom j dari matriks A dilambangkan dengan aij.

Jika matriks A memiliki m baris dan n kolom, maka maktiks A disebut sebagai

matriks berukuran m× n yang dinyatakan sebagai berikut:

A =


a11 · · · a1n

...
...

...

am1 · · · amn


Definisi 2.1.1. [1] Diberikan matriks An×n. Suatu vektor tak nol x ∈ Rn

dikatakan vektor eigen dari matriks A jika nilai eigen dari matriks A memenuhi

Ax = λx (2.1.1)



untuk suatu skalar λ. Skalar λ dalam hal ini disebut sebagai nilai eigen bagi

matriks A yang terkait dengan vektor eigen x.

Untuk mendapatkan nilai eigen, tulis persamaan (2.1.1) sebagai

(λIn − A)x = 0 (2.1.2)

dengan In adalah matriks identitas n × n. Persamaan (2.1.2) memiliki solusi

tak nol jika dan hanya jika

det(λIn − A) = 0 (2.1.3)

Persamaan (2.1.3) disebut persamaan karakteristik bagi matriks A.

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Orde 1 dan Kestabi-

lannya

Sistem persamaan diferensial orde 1 adalah kumpulan dari beberapa

persamaan diferensial orde satu. Secara umum, sistem persamaan diferensial

dapat ditulis sebagai berikut:

ẋ = f(x), (2.2.1)

dengan ẋ =
dx

dt
, x = x(t) ∈ Rn, t ∈ R, dan f ∈ Rn. Jika fungsi f linier

maka persamaan (2.2.1) disebut sistem persamaan diferensial linier, sedangkan

jika f nonlinier maka persamaan (2.2.1) disebut sistem persamaan diferensial

nonlinier. Sistem

dx1

dt
= x1 − 4x2,

dx2

dt
= 2x1 + 5x2,

(2.2.2)
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merupakan suatu contoh sistem persamaan diferensial linier, sedangkan

dx1

dt
= x1x2 − 3x2,

dx2

dt
= 2x2

1 + x1x2,

(2.2.3)

merupakan suatu contoh sistem persamaan diferensial nonlinier.

Salah satu kajian untuk sistem persamaan diferensial adalah kestabilan

titik tetap. Dalam [8] disebutkan bahwa suatu titik xe ∈ Rn dikatakan titik

tetap dari sistem (2.2.1) jika f(xe) = 0.

Definisi 2.2.2. [8] Perhatikan sistem persamaan (2.2.1)

1. Suatu titik tetap xe untuk (2.2.1) dikatakan stabil jika untuk setiap ε > 0

dan t0 ≥ 0, terdapat δ > 0 sedemikian sehingga

‖x(t0)− xe‖ < δ ⇒ ‖x(t)− xe‖ < ε untuk semua t ≥ t0.

2. Suatu titik tetap xe untuk (2.2.1) dikatakan stabil asimtotik jika xe stabil

dan terdapat δ1 > 0 sedemikian sehingga

‖x(t0)− xe‖ < δ1 ⇒ lim
t→∞
‖x(t)− xe‖ = 0.

Secara sederhana dapat dikatakan bahwa suatu titik tetap dikatakan

stabil jika kurva solusi (trajektory/lintasan) yang pada awalnya dekat dengan

titik tetap tersebut, maka dengan berlalunya waktu posisi trajektory tersebut

tetap dekat dengan titik tetap itu. Suatu titik tetap dikatakan stabil asimtotik

jika ia stabil dan dengan berlalunya waktu, trajektori tersebut semakin dekat

(bergerak menuju) titik tetap. Gambar 2.2.1 mengilustrasikan trajektori dalam

situasi stabil dan stabil asimtotik.
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Gambar 2.2.1: (a) Stabil, (b) Stabil Asimtotik

Sebagai contoh, tunjukkan bahwa titik tetap (0,0) untuk sistem

ẋ1 = −x1, ẋ2 = −x2 (2.2.4)

adalah stabil. Untuk itu, misalkan ε > 0 sebarang, akan dicari δ > 0 dan t0 ≥ 0

sedemikian sehingga

||(x1(t0), x2(t0))− (0, 0)|| < δ ⇒ ||(x1(t), x2(t))− (0, 0)|| < ε, ∀t ≥ t0.

Untuk t = t0 ≥ 0, solusi sistem (2.2.4) adalah

(x1(t), x2(t)) =
(
x1(t0)e−t, x2(t0)e−t

)
= (x1(t0), x2(t0)) e−t.

Karena

∣∣∣∣(x1(t0), x2(t0)) e−t
∣∣∣∣ = ||(x1(t0), x2(t0))|| e−t ≤ ||(x1(t0), x2(t0))|| ,

pilih δ = ε, akibatnya berlaku

||(x1(t0), x2(t0))|| < δ ⇒ ||(x1(t0), x2(t0))|| e−t ≤ ||(x1(t0), x2(t0))|| < ε, ∀t ≥ 0.

Dalam [8] disebutkan bahwa jika f dalam (2.2.1) adalah nonlinier maka

kestabilan titik tetapnya dapat diperiksa dengan melinierkan sistem tersebut di

sekitar titik tetap xe dengan menggunakan ekspansi deret Taylor [8]. Untuk
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kesederhanaan, perhatikan fungsi f(x1, x2) di R2, yaitu f(x1, x2) =

 f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

.

Misalkan f adalah fungsi yang kontinu dan memiliki turunan parsial di titik tetap

xe, maka deret Taylor untuk f di sekitar titik tetap xe = (c1, c2) sebagaimana

dijabarkan dalam [8] adalah

f(x1, x2) = f(c1, c2) +
∂f

∂x1

(c1, c2)(x1 − c1) +
∂f

∂x2

(c1, c2)(x2 − c2)+

∂2f

∂x2
1

(c1, c2)
(x1 − c1)2

2!
+
∂2f

∂x2
2

(c1, c2)
(x2 − c2)2

2!
+

∂2f

∂x1∂x2

(c1, c2)

(x1 − c1)(x2 − c2) + . . ..

Misalkan

ẋ1 = f1(x1, x2) ẋ2 = f2(x1, x2), (2.2.5)

maka

fi(x1, x2) = fi(c1, c2) + (x1 − c1)
∂fi
∂x1

(c1, c2) + (x2 − c2)
∂fi
∂x2

(c1, c2)

+ suku orde tinggi,

untuk i = 1, 2, karena xe = (c1, c2) adalah titik tetap dari sistem (2.2.5) maka

fi(c1, c2) = 0, i = 1, 2.

Misalkan yi = xi − ci, i = 1, 2, maka (2.2.5) dapat ditulis menjadi

ẏ1 = y1
∂f1

∂x1

(c1, c2) + y2
∂f1

∂x2

(c1, c2) + suku orde tinggi,

ẏ2 = y1
∂f2

∂x1

(c1, c2) + y2
∂f2

∂x2

(c1, c2) + suku orde tinggi.

(2.2.6)

Dalam notasi matriks, (2.2.6) dapat ditulis sebagai berikut ẏ1

ẏ2

 =


∂f1

∂x1

(c1, c2)
∂f1

∂x2

(c1, c2)

∂f2

∂x1

(c1, c2)
∂f2

∂x2

(c1, c2)


 y1

y2

+ suku orde tinggi
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atau secara ringkas, ditulis

ẏ = Jxey + suku orde tinggi, (2.2.7)

dengan y = [y1 y2]T dan

Jxe =


∂f1(xe)

∂x1

∂f1(xe)

∂x2

∂f2(xe)

∂x1

∂f2(xe)

∂x2

 . (2.2.8)

Matriks Jxe disebut sebagai matriks Jacobian dari f pada titik tetap xe =

(c1, c2), dengan mengabaikan suku orde tinggi, maka sistem

ẏ = Jxey (2.2.9)

disebut sebagai pelinieran dari sistem nonlinier (2.2.5) di sekitar titik tetap

xe = (c1, c2) [8]. Secara umum di Rn berlaku

Jxe =



∂f1(xe)

∂x1

∂f1(xe)

∂x2

· · · ∂f1(xe)

∂xn
∂f2(xe)

∂x1

∂f2(xe)

∂x2

· · · ∂f2(xe)

∂xn
...

...
. . .

...

∂fn(xe)

∂x1

∂fn(xe)

∂x2

· · · ∂fn(xe)

∂xn


, (2.2.10)

dengan xe ∈ Rn.

Definisi dan teorema berikut berperan dalam mendeteksi kestabilan

suatu titik tetap dari suatu sistem nonlinier (2.2.5).

Definisi 2.2.3. [8] Misalkan xe adalah titik tetap dari sistem persamaan (2.2.5)

dan Jxe adalah matriks Jacobian dari f disekitar titik tetap xe. Titik tetap

xe dikatakan titik tetap hiperbolik jika bagian rill dari semua nilai eigen dari

matriks Jxe adalah tidak nol.
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Sebagai contoh, perhatikan sistem persamaan nonlinier berikut:

ẋ = −3x+ x2 − xy, ẏ = −5y + xy, (2.2.11)

dengan titik tetap adalah (0,0). Pelinieran dari sistem (2.2.11) memberikan

J(0,0) =

 −3 0

0 −5

 yang mempunyai nilai eigen riil negatif yaitu −3 dan −5.

Sehingga, titik tetap (0,0) adalah titik tetap hiperbolik.

Teorema 2.2.1. [13] Titik tetap hiperbolik xe dari sistem persamaan (2.2.5)

adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika bagian riil dari semua nilai eigen

matriks Jacobian Jxe adalah negatif.

2.3 Kriteria Routh-Hurtwitz

Perhitungan nilai eigen dari suatu polinomial dapat ditentukan de-

ngan menggunakan Kriteria Routh-Hurwitz. Kriteria ini memberikan informasi

untuk mengetahui apakah akar dari suatu polinomial negatif atau tidak [6].

Teorema 2.3.2. [6] Misalkan a1,a2,a3, · · · , an adalah bilangan riil dengan aj 6=

0 untuk j > n. Bagian riil dari semua akar dari polinomial

P (τ) = τn + a1τ
n−1 + · · ·+ an−2τ

2 + an−1τ + an (2.3.1)

adalah negatif jika dan hanya jika determinan dari matriks

Hk =



a1 a3 a5 · · · a2k−1

1 a2 a4 · · · a2k−2

0 a1 a3 · · · a2k−3

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · ak


,
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bernilai positif untuk setiap k = 1, 2, · · · , n.

Dari Teorema 2.3.2 untuk n = 4 diperoleh bahwa bagian riil semua

akar persamaan

P (τ) = τ 4 + a1τ
3 + a2τ

2 + a3τ + a4 (2.3.2)

adalah negatif jika

a1 > 0, (2.3.3)

a1a2 − a3 > 0, (2.3.4)

a3a4 > 0. (2.3.5)

Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut:

Matriks Hk, k = 1, 2, 3, 4 dari polinomial (2.3.2), yaitu

H1 =

[
a1

]
, H2 =

a1 a3

1 a2

 , H3 =


a1 a3 0

1 a2 a4

0 a1 a3

 , H4 =



a1 a3 0 0

1 a2 a4 0

0 a1 a3 0

0 1 a2 a4


.

Agar semua akar polinomial (2.3.2) memiliki nilai riil negatif maka

|H1| = a1 > 0, (2.3.6)

|H2| = a1a2 − a3 > 0, (2.3.7)

|H3| = a3(a1a2 − a3)− a2
1a4 > 0, (2.3.8)

|H4| = a3a4(a1a2 − a3)− a2
1a

2
4 > 0,

= a3a4 > 0. (2.3.9)
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Dengan demikian, berdasarkan (2.3.6), (2.3.7), dan (2.3.9) maka syarat (2.3.3),

(2.3.4), dan (2.3.5) terpenuhi.

Sebagai contoh, perhatikan polinomial berikut:

z4 + z3 + 2z2 + z +
1

2
. (2.3.10)

Berdasarkan Teorema 2.3.2 diperoleh determinan matriks H1,2,3,4 dari polino-

mial (2.3.10), yaitu

|H1| = 1, |H2| = 1, |H3| =
1

2
, |H4| =

1

4
. (2.3.11)

Dari (2.3.11) dapat dilihat bahwa determinan matriks H1,2,3,4 bernilai positif.

Dengan demikian, bagian riil semua akar polinomial (2.3.10) adalah negatif.

2.4 Metode Runge Kutta Orde-4

Metode Runge-Kutta adalah alternatif lain dari metode deret Taylor

yang tidak membutuhkan perhitungan turunan. Metode Runge-Kutta orde-

4 sering digunakan karena memiliki derajat ketelitian yang lebih tinggi [9].

Diberikan persamaan diferensial sebagai berikut:

ż = f(t, z), z(t0) = z0.

dalam hal ini z bisa berbentuk skalar ataupun vektor. Misalkan h adalah ukuran

langkah dengan h > 0. Bentuk umum Metode Runge Kutta Orde-4 adalah

sebagai berikut:

zi+1 = zi +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

14



untuk i = 1, 2, 3, ... sedemikian sehingga:

k1 = hf(ti, zi),

k2 = hf

(
ti +

h

2
, zi +

h

2
k1

)
,

k3 = hf

(
ti +

h

2
, zi +

h

2
k2

)
,

k4 = hf(ti + h, zi + hk3).

2.5 Model Dinamik SITR Penyebaran COVID-19

Rafiq dkk (2022) mengusulkan model SITR untuk penyebaran COVID-

19. Dalam subbab ini, model tersebut ditinjau kembali. Misal S1 = S1(t)

menyatakan subpopulasi individu rentan (Susceptible 1 ) yang belum berusia

lanjut dan tidak komorbid pada waktu t, S2 = S2(t) menyatakan subpopulasi

rentan (Susceptible 2 ) dari individu yang berusia lanjut atau penyakit bawaan

serius (komorbid) pada waktu t, I = I(t) adalah subpopulasi individu terinfeksi

(Infected) pada waktu t, T = T (t) adalah subpopulasi individu terinfeksi yang

dalam pengobatan (Treatment) pada waktu t, dan R = R(t) adalah subpopulasi

yang sembuh (Recovered) pada waktu t [14].

Diagram kompartemen model SITR penyebaran COVID-19 dapat dil-

ihat pada Gambar 2.5.2 dengan penjelasan parameter-parameter model diberikan

dalam Tabel 2.5.1.
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Gambar 2.5.2: Diagram Kompartemen Model SITR COVID-19

Tabel 2.5.1: Deskripsi Parameter Model SITR

Parameter Keterangan

Λ1 Penambahan individu pada subpopulasi S1

Λ2 Penambahan individu pada subpopulasi S2

α Tingkat kematian alami

β1 Tingkat penyebaran (penularan) COVID-19 pada subpopulasi S1

β2 Tingkat penyebaran (penularan) COVID-19 pada subpopulasi S2

µ Tingkat pengobatan pada subpopulasi terinfeksi

ρ Tingkat kesembuhan pada subpopulasi terinfeksi dalam fase pengobatan

Berdasarkan Gambar 2.5.2, berikut ini dideskripsikan hal-hal yang

mempengaruhi proses pembentukan model SITR penyebaran COVID-19.

(a) Perubahan proporsi subpopulasi S1 terhadap waktu.

Perubahan proporsi subpopulasi S1 dipengaruhi oleh penambahan indi-

vidu per satuan waktu, berkurang sebagai akibat adanya interaksi dengan

subpopulasi terinfeksi, dan berkurang akibat adanya kematian dari sub-

populasi tersebut. Dengan demikian, perubahan proporsi subpopulasi S1
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terhadap t dapat dinyatakan sebagai persamaan diferensial berikut:

Ṡ1 = Λ1 − β1IS1 − αS1. (2.5.1)

(b) Perubahan proporsi subpopulasi S2 terhadap waktu.

Perubahan proporsi subpopulasi S2 dipengaruhi oleh penambahan indi-

vidu per satuan waktu, berkurang sebagai akibat adanya interaksi dengan

subpopulasi terinfeksi, dan berkurang akibat adanya kematian dari sub-

populasi tersebut. Dengan demikian, perubahan proporsi subpopulasi S2

terhadap t dapat dinyatakan sebagai persamaan diferensial berikut:

Ṡ2 = Λ2 − β2IS2 − αS2. (2.5.2)

(c) Perubahan proporsi subpopulasi I terhadap waktu.

Perubahan proporsi subpopulasi I terhadap waktu meningkat akibat adanya

penambahan proporsi subpopulasi S1 dan S2 yang terinfeksi COVID-19,

berkurang karena adanya kematian, dan berkurang karena adanya pengo-

batan. Dengan demikian, perubahan proporsi subpopulasi I terhadap t

dapat dinyatakan sebagai persamaan diferensial berikut:

İ = β1IS1 + β2IS2 − αI − µI. (2.5.3)

(d) Perubahan proporsi subpopulasi T terhadap waktu.

Perubahan proporsi subpopulasi T meningkat akibat adanya pengobatan,

berkurang karena adanya kematian, dan berkurang karena adanya indi-

vidu yang sembuh. Dengan demikian, perubahan proporsi subpopulasi T
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terhadap t dapat dinyatakan sebagai persamaan diferensial berikut:

Ṫ = αI − ρT − αT. (2.5.4)

(e) Perubahan proporsi subpopulasi R terhadap waktu.

Perubahan proporsi subpopulasi R meningkat akibat adanya individu

yang sembuh dan berkurang karena adanya kematian. Dengan demikian,

perubahan proporsi subpopulasi R terhadap t dapat dinyatakan sebagai

persamaan diferensial berikut:

Ṙ = ρT − αR. (2.5.5)

Berdasarkan persamaan (2.5.1) - (2.5.5), model SITR disajikan dalam

bentuk sistem persamaan diferensial berikut:

Ṡ1 = Λ1 − β1IS1 − αS1,

Ṡ2 = Λ2 − β2IS2 − αS2

İ = (β1S1 + β2S2)I − (α + µ)I,

Ṫ = µI − (α + ρ)T,

Ṙ = ρT − µR.

(2.5.6)

Misalkan S1(0) = S10 ≥ 0, S2(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, T (0) ≥ 0, R(0) ≥

0. Pada model ini digunakan variabel-variabel tak bebas menyatakan proporsi

subpopulasi. Hal ini sama saja dengan mengatakan N = 1. Maka total populasi

adalah

N = S1 + S2 + I + T +R. (2.5.7)
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Jika semua model pada persamaan (2.5.7) diturunkan terhadap t dan mensub-

titusikan (2.5.6) kepadanya, diperoleh

dN

dt
= Λ− αN, (2.5.8)

dengan Λ = Λ1 + Λ2. Solusi dari (2.5.8) adalah

eαt
dN

dt
+ eαtαN = eαt(Λ1 + Λ2),

d

dt

(
eαtN

)
= eαt(Λ1 + Λ2),∫

d
(
eαtN

)
=

∫
eαt(Λ1 + Λ2)dt. (2.5.9)

Dari persamaan (2.5.9) diperoleh

N(t) =
(Λ1 + Λ2)

α
+ ce−αt, (2.5.10)

dengan c adalah konstanta sebarang. Misal N(0) = N0, maka

N(t) =
(Λ1 + Λ2)

α
+

(
N0 −

(Λ1 + Λ2)

α

)
e−αt. (2.5.11)

Sistem persamaan (2.5.6) merupakan suatu sistem persamaan dife-

rensial nonlinier yang kestabilannya dapat diperiksa dengan menggunakan teori

dalam subbab 2.2. Ada dua macam titik tetap yang menggambarkan keadaan

dari suatu sistem dalam teori epidemiologi, yaitu titik tetap bebas penyakit

yang diperoleh dengan mengasumsikan I = 0 dan titik tetap endemik yang

diperoleh dengan mengasumsikan I > 0 [2]. Titik tetap bebas penyakit adalah

kondisi dimana populasi bebas dari penyakit sedangkan titik tetap endemik

adalah kondisi dimana terdapat individu yang terinfeksi di dalam populasi.

Berdasarkan defenisi titik tetap dalam subbab 2.2, titik tetap diper-

oleh dengan membuat Ṡ1 = Ṡ2 = İ = Ṫ = Ṙ = 0. Dengan demikian,
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titik tetap bebas penyakit dari sistem persamaan (2.5.6) dinotasikan dengan

C0 = (S1
0, S2

0, I0, T 0, R0) adalah

C0 =

(
Λ1

α
,
Λ2

α
, 0, 0, 0

)
. (2.5.12)

Sedangkan titik tetap endemik dari sistem persamaan (2.5.6) dinotasikan de-

ngan C∗ = (S1
∗, S2

∗, I∗, T ∗, R∗) adalah

S1
∗ =

Λ1

β1I∗ + α
,

S2
∗ =

Λ2

β2I∗ + α
,

I∗ =
(b− a) +

√
(b− a)2 + 4bc

2
,

T ∗ =
µI∗

α + ρ
,

R∗ =
ρI∗

α
, (2.5.13)

dengan

a =

(
β1

2Λ1 + β2
2Λ2

β1β2(α + µ)

)
,

b = α

(
β1Λ1 + β2Λ2

α(α + µ)
− 1

)
,

c =
α

β1β2

.

Untuk parameter Λ1 = 0, 2, Λ2 = 0, 05, α = 0, 25, β1 = 0, 2, β2 = 0, 4,

µ = 0, 1, ρ = 0, 3, S1(0) = 0, 45, S2(0) = 0, 15, I(0) = 0, 1, T (0) = 0, 2, dan

R(0) = 0, 1, diperoleh titik tetap bebas penyakit C0 = (0, 8, 0, 2, 0, 0, 0).

Grafik solusi model SITR (2.5.6) diberikan dalam Gambar 2.5.3 [14].

Selanjutnya, untuk parameter β1 = 0, 3 dan β2 = 0, 6 diperoleh titik

tetap bebas penyakit C∗ = (0.78316, 0.19175, 0.01792, 0.00326, 0.00391).

Grafik solusi model SITR (2.5.6) diberikan dalam Gambar 2.5.4 [14].
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Gambar 2.5.3: Grafik solusi dengan I = 0

Gambar 2.5.4: Grafik solusi dengan I > 0
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BAB III

MODEL SITR PENYEBARAN COVID-19 DENGAN

VAKSINASI

3.1 Formulasi Model SITR Pandemi COVID-19 Dengan

Vaksinasi

Salah satu upaya untuk menurunkan jumlah populasi yang terinfeksi

adalah dengan pemberian vaksin kepada individu yang rentan sehingga me-

ningkatkan kekebalan tubuh individu. Penelitian ini memodifikasi model yang

dikembangkan oleh Rafiq dkk (2022), dengan pemberian vaksinasi yang diberikan

pada subpopulasi rentan. Misalkan V = V (t) adalah subpopulasi baru yang be-

rasal dari subpopulasi rentan yang telah divaksin, dengan σ1 dinyatakan sebagai

laju vaksinasi pada Susceptible 1 dan σ2 sebagai laju vaksinasi pada Susceptible

2. Subpopulasi vaksin akan terinfeksi apabila tingkat kekebalan imun dari in-

dividu yang telah divaksin menurun atau berkontak langsung dengan individu

yang terinfeksi, dengan laju penyebarannya dinyatakan dengan parameter γ.

Diagram kompartemen model SITR penyebaran COVID-19 dengan memper-

timbangkan vaksinasi diberikan dalam Gambar 3.1.1.

22



Gambar 3.1.1: Diagram Kompartemen SITR Penyebaran COVID-19 dengan Vaksinasi

Model SITR dengan mempertimbangkan vaksinasi disajikan dalam

sistem persamaan diferensial berikut:

Ṡ1 = Λ1 − β1IS1 − σ1S1 − αS1,

Ṡ2 = Λ2 − β2IS2 − σ2S2 − αS2,

V̇ = σ1S1 + σ2S2 − γIV − αV,

İ = (β1S1 + β2S2 + γV )I − (α + µ)I,

Ṫ = µI − (α + ρ)T,

Ṙ = ρT − αR,

(3.1.1)

dengan semua nilai parameter lebih dari nol, nilai awal S1(0) ≥ 0, S2(0) ≥

0, V (0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, T (0) ≥ 0, R(0) ≥ 0. Total populasi adalah

N = S1 + S2 + V + I + T +R. (3.1.2)
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3.2 Analisis Kestabilan Model

Untuk menganalisis kestabilan model (3.1.1) perlu ditentukan terlebih

dahulu titik tetap bebas penyakit dan titik tetap endemik. Kemudian, dilan-

jutkan dengan menganalis kestabilannya pada titik-titik tetap tersebut.

3.2.1 Penentuan Titik Tetap

Berdasarkan defenisi titik tetap dalam subbab 2.2 untuk memperoleh

titik tetap, maka Ṡ1 = Ṡ2 = V̇ = İ = Ṫ = Ṙ = 0, sedemikian sehingga

Ṡ1 = 0⇒ Λ1 − β1IS1 − σ1S1 − αS1 = 0,

S1 =
Λ1

β1I + (α + σ1)
, (3.2.1)

Ṡ2 = 0⇒ Λ2 − β2IS2 − σ2S2 − αS2 = 0,

S2 =
Λ2

β2I + (α + σ2)
, (3.2.2)

V̇ = 0⇒ σ1S1 + σ2S2 − γIV − αV = 0,

V =
σ1S1 + σ2S2

γI + α
, (3.2.3)

İ = 0⇒ (β1S1 + β2S2 + γV )I − (α + µ)I = 0, (3.2.4)

Ṫ = 0⇒ µI − (α + ρ)T = 0,

T =
µI

(ρ+ α)
, (3.2.5)

Ṙ = 0⇒ ρT − αR = 0,

R =
ρT

α
. (3.2.6)
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(a) Titik Tetap Bebas Penyakit

Titik tetap bebas penyakit adalah suatu keadaan tidak terjadi

penyebaran COVID-19 dalam suatu populasi. Misalkan I = 0 maka per-

samaan (3.2.1), (3.2.2), dan (3.2.3) menjadi

S0
1 =

Λ1

(α + σ1)
, (3.2.7)

S0
2 =

Λ2

(α + σ2)
, (3.2.8)

V 0 =
σ1S

0
1 + σ2S

0
2

α
. (3.2.9)

Dari persamaan (3.2.5) diperoleh

T 0 =
µ(0)

(ρ+ α)
⇒ T 0 = 0,

dan dari persamaan (3.2.6) diperoleh

R0 =
ρ(0)

α
⇒ R0 = 0.

Jadi, diperoleh titik tetap bebas penyakit, yaitu

C0 =

(
Λ1

(α + σ1)
,

Λ2

(α + σ2)
,
σ1Λ1(α + σ2) + σ2Λ2(α + σ1)

α(α + σ1)(α + σ2)
, 0, 0, 0

)
.

(3.2.10)

(b) Titik Tetap Endemik

Titik tetap endemik adalah suatu keadaan dimana terjadi infeksi penyakit

di dalam suatu populasi sehingga I > 0. Jika I > 0 maka persamaan

25



(3.2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.2.5), dan (3.2.6) menjadi

S∗1 =
Λ1

β1I∗ + (α + σ1)
,

S∗2 =
Λ2

β2I∗ + (α + σ2)
,

V ∗ =
σ1S

∗
1 + σ2S

∗
2

γI∗ + α
, (3.2.11)

T ∗ =
µI∗

(ρ+ α)
,

R∗ =
ρT ∗

α
.

Dari persamaan (3.2.4) diperoleh

β1S
∗
1 + β2S

∗
2 + γV ∗ = α + µ, (3.2.12)

dengan mensubtitusikan persamaan V ∗ pada (3.2.11) ke dalam persamaan

(3.2.12), diperoleh

(β1S
∗
1 + β2S

∗
2 + γ

(
σ1S

∗
1 + σ2S

∗
2

(γI∗ + α)

)
= (α+ µ),

β1S
∗
1 (γI∗ + α) + β2S

∗
2 (γI∗ + α) + γ(σ1S

∗
1 + σ2S

∗
2 ) = (α+ µ)(γI∗ + α),

(αβ1 + γσ1)S∗
1 + (αβ2 + γσ2)S∗

2 − (α+ µ)α = [(α+ µ)− (β1S
∗
1 + β2S

∗
2 )]γI∗,

(αβ1 + γσ1)S∗
1 + (αβ2 + γσ2)S∗

2 − (α+ µ)α

[(α+ µ)− (β1S∗
1 + β2S∗

2 )]γ
= I∗. (3.2.13)

Dengan demikian, diperoleh titik tetap endemik C∗ = (S∗1 , S
∗
2 , V

∗, I∗, T ∗, R∗)

dengan S∗1 , S
∗
2 , V

∗, I∗, T ∗, dan R∗ diberikan oleh persamaan (3.2.11) dan

(3.2.13).

3.2.2 Analisis Kestabilan Titik Tetap

Model (3.1.1) merupakan sistem nonlinier. Oleh karena itu, untuk

menentukan kestabilan dari sistem (3.1.1) di titik-titik tetap C0 dan C∗, maka
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sistem tersebut perlu dilinierisasi. Jacobian dari sistem (3.1.1) adalah

JC =



−(β1I + (α+ σ1)) 0 0 −β1S1 0 0

0 −(β2I + (α+ σ2)) 0 −β2S2 0 0

σ1 σ2 −(γI + α) γV 0 0

β1I β2I γI (β1S1 + β2S2 + γV ) 0 0

−(µ+ α)

0 0 0 µ −(α+ ρ) 0

0 0 0 0 ρ −α



.

(a) Kestabilan Titik Tetap Bebas Penyakit

Di titik tetap bebas penyakit C0, Jacobian JC0 adalah,

JC0 =



−(α+ σ1) 0 0 −β1S0
1 0 0

0 −(α+ σ2) 0 −β2S0
2 0 0

σ1 σ2 −α γV 0 0 0

0 0 0 (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0)− (µ+ α) 0 0

0 0 0 µ −(α+ ρ) 0

0 0 0 0 ρ −α



.

Nilai eigen matriks Jacobian JC0 , diperoleh dengan menyelesaikan per-
samaan det (λI6 − JC0) = 0, yaitu

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ + (α + σ1) 0 0 β1S
0
1 0 0

0 λ + (α + σ2) 0 β2S
0
2 0 0

−σ1 −σ2 λ + α −γV 0
0 0

0 0 0 λ + (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV

0 − (µ + α)) 0 0

0 0 0 −µ λ + (α + ρ) 0

0 0 0 0 −ρ λ + α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

[λ + α][λ + (α + ρ)][λ + α]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ + (α + σ1) 0 β1S

0
1

0 λ + (α + σ2) β2S
0
2

0 0 λ + (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV

0 − (µ + α))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

yang menghasilkan nilai eigen

λ1 = −α, λ2 = −(α + ρ), λ3 = −α. (3.2.14)
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Selanjutnya, untuk nilai eigen λ4, λ5, λ6 ditentukan dari∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (α+ σ1) 0 β1S
0
1

0 λ+ (α+ σ2) β2S
0
2

0 0 λ+ (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0 − (µ+ α))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

yaitu

[λ+ (α+ σ1)][λ+ (α+ σ2)][λ+ (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0 − (µ+ α))] = 0. (3.2.15)

Dari persamaan (3.2.15) diperoleh nilai eigen

λ4 = −(α + σ1), λ5 = −(α + σ2),

λ6 = (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0 − (µ+ α).

(3.2.16)

Dengan demikian, diperoleh nilai eigen dari matriks Jacobian JC0 yaitu,

λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0, λ4 < 0, λ5 < 0. Berdasarkan kriteria kestabilan,

titik tetap C0 stabil asimtotik jika λ6 < 0. Perhatikan bahwa

λ6 = (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0 − (µ+ α) < 0,

⇒ (β1S
0
1 + β2S

0
2 + γV 0

(µ+ α)
< 1. (3.2.17)

Subtitukan (3.2.7), (3.2.8), dan (3.2.9) pada (3.2.17), diperoleh

(αβ1 + γσ1)Λ1(α+ σ2) + (αβ2 + γσ2)Λ2(α+ σ1)

α(µ+ α)(α+ σ1)(α+ σ2)
< 1. (3.2.18)

(b) Kestabilan Titik Tetap Endemik

Di titik tetap endemik C∗, Jacobian JC∗ adalah

JC∗ =



−(β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 0 −β1S∗

1 0 0

0 −(β2I
∗ + (α+ σ2)) 0 −β2S∗

2 0 0

σ1 σ2 −(γI∗ + α) γV ∗ 0 0

β1I
∗ β2I

∗ γI∗ (β1S
∗
1 + β2S

∗
2 + γV ∗) 0 0

−(µ+ α)

0 0 0 µ −(α+ ρ) 0

0 0 0 0 ρ −α



.
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Nilai eigen matriks Jacobian JC∗ , diperoleh dengan menyelesaikan per-

samaan det (λI6 − JC∗) = 0, yaitu

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 0 β1S

∗
1 0 0

0 λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)) 0 β2S

∗
2 0 0

−σ1 −σ2 λ+ (γI∗ + α) −γV ∗ 0 0

−β1I∗ −β2I∗ −γI∗ λ 0 0

0 0 0 −µ λ+ (α+ ρ) 0

0 0 0 0 −ρ λ+ α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

[λ+ α][λ+ (α+ ρ)]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 0 β1S

∗
1

0 λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)) 0 β2S

∗
2

−σ1 −σ2 λ+ (γI∗ + α) −γV ∗

−β1I∗ −β2I∗ −γI∗ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

yang menghasilkan nilai eigen

λ1 = −α, λ2 = −(α + ρ). (3.2.19)

Selanjutnya, nilai eigen λ3, λ4, λ5, λ6 ditentukan dari∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 0 β1S

∗
1

0 λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)) 0 β2S

∗
2

−σ1 −σ2 λ+ (γI∗ + α) −γV ∗

−β1I∗ −β2I∗ −γI∗ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

yaitu

[λ+ (γI∗ + α)]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 β1S

∗
1

0 λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)) β2S

∗
2

−β1I∗ −β2I∗ λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+[γI∗]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)) 0 β1S

∗
1

0 λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)) β2S

∗
2

−σ1 −σ2 −γV ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.2.20)
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[λ+ (γI∗ + α)][(λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1))(λ+ (β2I

∗ + (α+ σ2))(λ) + (β1I
∗)

(λ+ (β2I
∗ + (α+ σ2)))(β1S

∗
1 ) + (β2I

∗)(β2S
∗
2 )(λ+ (β1I

∗ + (α+ σ1)))] +

[γI∗][(λ+ (β1I
∗ + (α+ σ1)))(λ+ (β2I

∗ + (α+ σ2)))(−γV ∗) + (σ1)(λ+

(β2I
∗ + (α+ σ2)))(β1S

∗
1 ) + (σ2)(β2S

∗
2 )(λ+ (β1I

∗ + (α+ σ1)))] = 0. (3.2.21)

Misalkan

A = γI∗ + α, B = β1I
∗ + (α+ σ1), C = β2I

∗ + (α+ σ2), (3.2.22)

maka persamaan (3.2.27) menjadi

[λ+A][(λ+B)(λ+ C)(λ) + (β1I
∗)(λ+ C)(β1S

∗
1 ) + (β2I

∗)(β2S
∗
2 )(λ+B)]

+[γI∗][(λ+B)(λ+ C)(−γV ∗) + (σ1)(λ+ C)(β1S
∗
1 ) + (σ2)(β2S

∗
2 )(λ+B)] = 0,

[λ+A][λ3 + (B + C)λ2 + (BC + β1
2I∗S∗

1 + β2
2I∗S∗

2 )λ+ (Cβ1
2I∗S∗

1 +Bβ2
2I∗S∗

2 )]

+[γI∗][(−γV ∗)λ2 + (σ1β1S
∗
1 + σ2β2S

∗
2 − (B + C)γV ∗)λ+ (Cσ1β1I

∗S∗
1 +Bσ2β2S

∗
2

−BCγV ∗)] = 0,

[λ4 + (A+B + C)λ3 + (A(B + C) +BC + β1
2I∗S∗

1 + β2
2I∗S∗

2 )λ2

+(ABC + (A+ C)β1
2I∗S∗

1 + (A+B)β2
2I∗S∗

2 )λ+ (ACβ1
2I∗S∗

1 +ABβ2
2I∗S∗

2 )]

+[−γ2I∗V ∗λ2 + (σ1γβ1I
∗S∗

1 + σ2γβ2I
∗S∗

2 − (B + C)γ2I∗V ∗)λ+ (Cσ1γβ1I
∗S∗

1

+Bσ2γβ2I
∗S∗

2 −BCγ2I∗V ∗)] = 0,

λ4 + {(A+B + C)}λ3 + {(A(B + C) +BC + β1
2I∗S∗

1 + β2
2I∗S∗

2 − γ2I∗V ∗}λ2 +

{ABC + ((A+ C)β1 + γσ1)β1I
∗S∗

1 + ((A+B)β2 + γσ2)β2I
∗S∗

3 − (B + C)γ2I∗V ∗}λ

+{(Aβ1 + σ1γ)Cβ1I
∗S∗

1 + (Aβ2 + σ2γ)Bβ2I
∗S∗

2 −BCγ2I∗V ∗} = 0. (3.2.23)

Misalkan

a1 = (A+B + C), (3.2.24)

a2 = A(B + C) +BC + β1
2I∗S∗1 + β2

2I∗S∗2 − γ2I∗V ∗, (3.2.25)

a3 = ABC + ((A+ C)β1 + γσ1)β1I
∗S∗1 + ((A+B)β2 + γσ2)β2I

∗S∗2

−(B + C)γ2I∗V ∗, (3.2.26)
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a4 = (Aβ1 + σ1γ)Cβ1I
∗S∗1 + (Aβ2 + σ2γ)Bβ2I

∗S∗2

−BCγ2I∗V ∗, (3.2.27)

maka persamaan (3.2.23) menjadi

λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4 = 0. (3.2.28)

Berdasarkan Teorema 2.3.2 λ3, λ4, λ5, λ6 yang merupakan akar-akar

dari persamaan (3.2.23) memiliki semua bagian riil negatif jika memenuhi

syarat (2.3.3), (2.3.4), dan (2.3.5). Dikarenakan S∗1 , S∗2 , V ∗, I∗, dan pa-

rameter α, β1, δ1, σ1, σ2, γ, µ, ρ semua positif, maka A > 0, B > 0, dan

C > 0, sehingga syarat (2.3.3) adalah

a1 = A+B + C > 0. (3.2.29)

Untuk syarat (2.3.4), subtitusikan (3.2.24), (3.2.25), dan (3.2.26) dalam

(2.3.4), diperoleh

a1a2 − a3 =
[
{A+B + C}{(A(B + C) +BC + β1

2I∗S∗
1 + β2

2I∗S∗
2 − γ2I∗V ∗}

]
−
[
ABC + ((A+ C)β1 + γσ1)β1I

∗S∗
1 + ((A+B)β2 + γσ2)β2I

∗S∗
2

−(B + C)γ2I∗V ∗] > 0. (3.2.30)

Penyederhanaan (3.2.30) menghasilkan

[
(A2B +A2C +AB2 +AC2 +B2C +BC2 + 3ABC) +Aβ1

2I∗S∗1

+Cβ1
2I∗S∗1 +Bβ1

2I∗S∗1 + (A+B)β2
2I∗S∗2 + Cβ2

2I∗S∗2 −Aγ2I∗V ∗

−(B + C)γ2I∗V ∗
]
−
[
ABC + (A+ C)β2

1I
∗S∗1 + γσ1β1I

∗S∗1

+(A+B)β2
2I
∗S∗2 + γσ2β2I

∗S∗2 − (B + C)γ2I∗V ∗
]
> 0,

[
(A2(B + C) +B2(A+ C) + C2(A+B) + 2ABC) +Bβ1

2I∗S∗1

+Cβ2
2I∗S∗2

]
−
[
γI∗(AγV ∗ + σ1β1S

∗
1 + σ2β2S

∗
2)
]
> 0,
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[
(A2(B + C) +B2(A+ C) + C2(A+B) + 2ABC) +Bβ1

2I∗S∗
1 + Cβ2

2I∗S∗
2

][
γI∗(AγV ∗ + σ1β1S∗

1 + σ2β2S∗
2 )
] > 1. (3.2.31)

Untuk syarat (2.3.5), subtitusikan (3.2.26) dan (3.2.27) pada (2.3.5),

diperoleh

a3a4 =
[
ABC + ((Aβ1 + γσ1)β1I

∗S∗1 + Cβ2
1I
∗S∗1 + ((Aβ2 + γσ2)β2I

∗S∗2

+Bβ2
2I
∗S∗2 − (B + C)γ2I∗V ∗

][
(Aβ1 + σ1γ)Cβ1I

∗S∗1

+(Aβ2 + σ2γ)Bβ2I
∗S∗2 −BCγ2I∗V ∗

]
> 0. (3.2.32)

Misalkan X = (Aβ1 +γσ1)β1I
∗S∗1 , Y = (Aβ2 +γσ2)β2I

∗S∗2 , Z1 = β2
1I
∗S∗1 ,

Z2 = β2
2I
∗S∗2 , dan Z3 = γ2I∗V ∗. Maka pertidaksamaan (3.2.32) menjadi

[
ABC +X + CZ1 + Y +BZ2 − (B + C)Z3

][
CX +BY −BCZ3

]
> 0,

(ABC2 +AB2CY −AB2C2Z3) + (CX2 +BXY −BCXZ3) + (C2XZ1

+BCY Z1 −BC2Z1Z3) + (BY 2 + CXY −BCY Z3) + (B2Y Z2 +BCXZ2

−B2CZ2Z3)− ((B + C)CXZ3 + (B + C)BY Z3 − (B + C)BCZ2
3 ) > 0,

{(ABC2 +BCZ2 + CX + C2Z1)X + (AB2C +BCZ1 +B2Z2 +BY )Y

+(B + C)XY +BC(B + C)Z2
3} − {(AB2C2 + (2BC + C2)X + (2BC +B2)Y

+B2CZ1 +BC2Z2 +BC(B + C)Z3)Z3} > 0,

sehingga diperoleh

(ABC2 +BCZ2 + CX + C2Z1)X + (AB2C +BCZ1 +B2Z2 +BY )Y

(AB2C2 + (2BC + C2)X + (2BC +B2)Y +B2CZ1 +BC2Z2 +BC(B + C)Z3)Z3
+

(B + C)XY +BC(B + C)Z2
3

(AB2C2 + (2BC + C2)X + (2BC +B2)Y +B2CZ1 +BC2Z2 +BC(B + C)Z3)Z3
> 1. (3.2.33)

Dengan demikian, titik tetap endemik C∗ = (S∗1 , S
∗
2 , V

∗, I∗, T ∗, R∗)

adalah stabil asimtotik jika (3.2.29), (3.2.31), dan (3.2.33) terpenuhi.
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3.3 Simulasi Numerik

Untuk memperlihatkan keberlakuan syarat (3.2.18), (3.2.29), (3.2.31),

dan (3.2.33), perhatikan Tabel 3.3.1 dan Tabel 3.3.2 dengan nilai-nilai parameter

yang diberikan di dalamnya.

Tabel 3.3.1: Nilai-nilai Parameter Titik Tetap bebas Penyakit

No Parameter Nilai Sumber No Parameter Nilai Sumber

1 Λ1 0.2 [14] 9 σ2 0.006 Asumsi

2 Λ2 0.05 [14] 10 γ 0.01 Asumsi

3 β1 0.2 [14] 11 S1(0) 0.45 [14]

4 β2 0.4 [14] 12 S2(0) 0.15 [16]

5 α 0.25 [16] 13 I(0) 0.1 [16]

6 µ 0.1 [16] 14 T (0) 0.2 [16]

7 ρ 0.3 [16] 15 R(0) 0.1 [16]

8 σ1 0.007 Asumsi 16 V (0) 0 Asumsi

Berdasarkan (3.2.10), (3.2.11), dan (3.2.13), titik tetap bebas penyakit

adalah

C0 = (0.77821, 0.19531, 0.02648, 0, 0, 0) . (3.3.1)

dan titik tetap endemik adalah C∗ = (S∗1 , S
∗
2 , V

∗, I∗, T ∗, R∗), dengan

S∗1 = 0.77581, S∗2 = 0.19448,

V ∗ = 0.02833, I∗ = 0.00098,

T ∗ = 0.00018, R∗ = 0.00021. (3.3.2)
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Tabel 3.3.2: Nilai-nilai Parameter Titik Tetap Endemik

No Parameter Nilai Sumber No Parameter Nilai Sumber

1 Λ1 0.2 [14] 6 µ 0.1 [16]

2 Λ2 0.05 [14] 7 ρ 0.3 [16]

3 β1 0.3 [14] 8 σ1 0.0075 Asumsi

4 β2 0.6 [14] 9 σ2 0.0065 Asumsi

5 α 0.25 [16] 10 γ 0.02 Asumsi

Untuk menganalisis kestabilan titik tetap dari model (3.1.1) subti-

tusikan nilai-nilai parameter pada Table 3.3.1 ke dalam (3.2.14) dan (3.2.16),

sehingga diperoleh nilai eigen untuk kestabilan titik tetap bebas penyakit, yaitu

λ1 = −0.25, λ2 = −0.35, λ3 = −0.25λ4 = −0.257, λ5 = −0.256,

λ6 = −0.1159682029.

Selanjutnya, untuk titik tetap endemik dari model (3.1.1), perhatikan Tabel

3.3.2. Dari (3.2.19), diperoleh

λ1 = −0.25, λ2 = −0.55.

Dari (3.2.22), diperoleh A = 0.25002, B = 0.25780, dan C = 0.25709, sehingga

dapat diperiksa bahwa (3.2.29), (3.2.31),dan (3.2.33) terpenuhi. Dapat juga

diperiksa bahwa

λ3 = −0.5354921763× 10−3, λ4 = −0.2653433975,

λ5 = −0.2495131401 + 0.008140659275i,

λ6 = −0.2495131401− 0.008140659275i.
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Grafik solusi dari model (3.1.1) dengan nilai parameter dalam Tabel

3.3.1 diberikan dalam Gambar 3.3.2. Selanjutnya, Grafik solusi dari model

(3.1.1) dengan nilai parameter dalam Tabel 3.3.2 diberikan dalam Gambar 3.3.3.

Gambar 3.3.2: (a). Grafik Subpopulasi Susceptible 1, (b). Grafik Subpopulasi Susceptible 2,

(c). Grafik Subpopulasi Infected, (d). Grafik Subpopulasi Treatment, (e). Grafik Subpopulasi

Recovered, dan (f). Grafik Populasi SV ITR untuk Titik Tetap bebas penyakit
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Gambar 3.3.3: (a). Grafik Subpopulasi Susceptible 1, (b). Grafik Subpopulasi Susceptible 2,

(c). Grafik Subpopulasi Infected, (d). Grafik Subpopulasi Treatment, (e). Grafik Subpopulasi

Recovered, dan (f). Grafik Populasi SV ITR untuk Titik Tetap Endemik

Berdasarkan simulasi numerik diberikan grafik solusi model (3.1.1)

dalam rentang waktu 100 hari pertama sejak pemberian vaksin. Pada Gam-

bar 3.3.2 (a) dapat diamati bahwa subpopulasi Susceptible 1 untuk titik tetap

bebas penyakit setelah vaksinasi mengalami penurunan jumlah individu, de-
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ngan selisih titik tetap sebesar 0.02179, dan Gambar 3.3.2 (b) menunjukkan

bahwa subpopulasi Susceptible 1 untuk titik tetap bebas penyakit setelah diberi

vaksin mengalami penurunan jumlah individu, dengan selisih titik tetap sebe-

sar 0.00469. Gambar 3.3.2 (c), (d), dan (e) masing-masing adalah grafik solusi

untuk subpopulasi Infected, subpopulasi Treatment, dan subpopulasi Recovered

untuk titik tetap bebas penyakit dengan perubahan penurunan jumlah individu

yang sangat sedikit. Hal ini dikarenakan tidak ada lagi penularan COVID-19,

sehingga dengan berlalunya waktu jumlah individu dari subpopulasi Infected,

subpopulasi Treatment, dan subpopulasi Recovered tersebut akan habis. (iii)

Selanjutnya, dari Gambar 3.3.3 (a) dapat diamati bahwa subpopulasi Suscepti-

ble 1 untuk titik tetap endemik sesudah vaksinasi mengalami penurunan jum-

lah individu dengan selisih titik tetap sebesar 0.00735. Gambar 3.3.2 (b) me-

nunjukkan penurunan jumlah individu dari subpopulasi Susceptible 2 setelah

vaksinasi, dengan selisih titik tetap sebesar 0.00273. Gambar 3.3.3 (c) menun-

jukkan penurunan jumlah individu dari subpopulasi terinfeksi setelah vaksinasi,

dengan selisih titik tetap endemik sebesar 0.16934. Gambar 3.3.3 (d) adalah

grafik solusi subpopulasi Treatment, dapat dilihat bahwa jumlah individu yang

menjalani pengobatan juga berkurang setelah adanya vaksinasi, dengan selisih

titik tetap endemiknya sebesar 0.1005. Gambar 3.3.3 (e) menunjukkan peruba-

han jumlah individu dari subpopulasi Recovered, setelah adanya vaksinasi pada

awalnya mengalami kenaikan kemudian turun menuju titik tetap, dengan selisih

titik tetap endemik sebesar 0.1206.
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Untuk melihat pengaruh vaksinasi terhadap subpopulasi Susceptible,

subpopulasi Infected, subpopulasi Treatment, dan subpopulasi Recovered, berikut

diberikan grafik solusi dengan nilai-nilai parameter dalam Tabel 3.3.3.

Tabel 3.3.3: Nilai-nilai Parameter Titik Tetap Endemik

No Parameter Nilai Sumber No Parameter Nilai Sumber

1 Λ1 0.2 [14] 6 µ 0.1 [16]

2 Λ2 0.05 [14] 7 ρ 0.3 [16]

3 β1 0.3 [14] 8 σ1 0.075 Asumsi

4 β2 0.6 [14] 9 σ2 0.065 Asumsi

5 α 0.25 [16] 10 γ 0.02 Asumsi

Berdasarkan (3.2.11) dan (3.2.13) diperoleh titik tetap endemik adalah

C∗ = (S∗1 , S
∗
2 , V

∗, I∗, T ∗, R∗), dengan

S∗1 = 0.615384615384615, S∗2 = 0.158730158730159,

V ∗ = 0.225885225885226, I∗ = 1.797165303748037× 10−30,

T ∗ = 3.710305983790376× 10−31, R∗ = 6.037232981571493× 10−31.

Dari Gambar 3.3.2, Gambar 3.3.3, dan Gambar 3.3.4 dapat dilihat

bahwa adanya pengaruh pemberian vaksinasi terhadap masing-masing subpopu-

lasi Susceptible, subpopulasi Infected, subpopulasi Treatment, dan subpopulasi

Recovered.
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Gambar 3.3.4: (a). Grafik Subpopulasi Susceptible 1, (b). Grafik Subpopulasi Susceptible 2,

(c). Grafik Subpopulasi Infected, (d). Grafik Subpopulasi Treatment, (e). Grafik Subpopulasi

Recovered, dan (f). Grafik Populasi SV ITR untuk Titik Tetap bebas penyakit
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, dapat diperoleh bebe-

rapa kesimpulan sebagai berikut:

1. Dalam model SITR pada penyebaran COVID-19 dengan vaksinasi terda-

pat dua titik tetap , yaitu titik tetap bebas penyakit

C0 =

(
Λ1

(α + σ1)
,

Λ2

(α + σ2)
,
σ1Λ1(α + σ2) + σ2Λ2(α + σ1)

α(α + σ1)(α + σ2)
, 0, 0, 0

)
,

dan titik tetap endemik C∗ = (S1
∗, S2

∗, V ∗, I∗, T ∗, R∗), dengan

S1
∗ =

Λ1

β1I∗ + (α + σ1)
,

S2
∗ =

Λ2

β2I∗ + (α + σ2)
,

V ∗ =
σ1S1

∗ + σ2S2
∗

γI∗ + α
,

I∗ =
(αβ1 + γσ1)S1

∗ + (αβ2 + γσ2)S2
∗ − (α + µ)α

[(α + µ)− (β1S1
∗ + β2S2

∗)]γ
,

T ∗ =
µI∗

(ρ+ α)
,

R∗ =
ρT ∗

α
.

Titik tetap bebas penyakit stabil asimtotik jika

(αβ1 + γσ1)Λ1(α+ σ2) + (αβ2 + γσ2)Λ2(α+ σ1)

α(µ+ α)(α+ σ1)(α+ σ2)
< 1,

sedangkan titik tetap endemik stabil asimtotik jika
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(i). A+B + C > 0.

(ii).

[
(A2(B + C) +B2(A+ C) + C2(A+B) + 2ABC) +Bβ2

1I
∗S∗

1 + Cβ2
2I∗S∗

2

][
γI∗(AγV ∗ + σ1β1S∗

1 + σ2β2S∗
2 )
] > 1.

(iii). (ABC2 +BCZ2 + CX + C2Z1)X + (AB2C +BCZ1 +B2Z2 +BY )Y

(AB2C2 + (2BC + C2)X + (2BC +B2)Y +B2CZ1 +BC2Z2 +BC(B + C)Z3)Z3
+

(B + C)XY +BC(B + C)Z2
3

(AB2C2 + (2BC + C2)X + (2BC +B2)Y +B2CZ1 +BC2Z2 +BC(B + C)Z3)Z3
> 1.

2. Simulasi numerik memperlihatkan bahwa adanya pengaruh pemberian

vaksin pada subpopulasi Susceptible, subpopulasi Infected, subpopulasi

Treatment, dan subpopulasi Recovered. Dengan kata lain, vaksin dapat

mengendalikan penyebaran COVID-19.

4.2 Saran

Adapun saran yang dari penulis untuk penelitian berikutnya adalah

penelitian ini dapat diterapkan untuk jenis penyakit menular lainya.
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LAMPIRAN

Penentuan Titik Tetap Model SITR

Berdasarkan subbab 2.2, titik tetap diperoleh dengan membuat Ṡ1 =

Ṡ2 = İ = Ṫ = Ṙ = 0

(a) Titik Tetap Bebas Penyakit

Titik tetap bebas penyakit adalah suatu keadaan tidak terjadi

penyebaran COVID-19 dalam suatu populasi atau populasi tersebut bebas

penyakit, yaitu I = 0. Jika I = 0, maka diperoleh

Ṡ1 = 0 ⇔ Λ1 − β1IS1 − αS1 = 0

S1
0 =

Λ1

α
,

Ṡ2 = 0 ⇔ Λ2 − β2IS2 − αS2 = 0,

S2
0 =

Λ2

α
,

Ṫ = 0 ⇔ µI − (α + ρ)T = 0,

T 0 =
µ(0)

(ρ+ α)
⇒ T 0 = 0,

Ṙ = 0 ⇔ ρT − αR = 0

R0 =
ρ(0)

α
= 0.

Jadi diperoleh titik tetap bebas penyakit C0 =

(
Λ1

α
,

Λ2

α
, 0, 0, 0

)
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(b) Titik Tetap Endemik

Titik tetap endemik adalah suatu keadaan dimana terjadi infeksi penyakit

di dalam suatu populasi sehingga diasumsikan I > 0. Jika I > 0, diperoleh

Ṡ1 = 0 ⇔ Λ1 − β1IS1 − αS1 = 0

S1
∗ =

Λ1

β1I∗ + α
,

Ṡ2 = 0 ⇔ Λ2 − β2IS2 − αS2 = 0,

S2
∗ =

Λ2

β2I∗ + α
,

Ṫ = 0 ⇔ µI − (α + ρ)T = 0,

T ∗ =
µI∗

(ρ+ α)
,

Ṙ = 0 ⇔ ρT − αR = 0

R∗ =
ρT ∗

α
.

Maka dari persamaan

İ = 0 ⇔ (β1S1 + β2S2)I − (α + µ)I = 0,

menjadi

((β1S1 + β2S2)− (α + µ))I = 0,

(β1S1 + β2S2)− (α + µ) = 0,

β1

(
Λ1

β1I∗ + α

)
+ β2

(
Λ2

β2I∗ + α

)
− (α + µ) = 0,(

β1Λ1

β1I∗ + α

)
+

(
β2Λ2

β2I∗ + α

)
− (α + µ) = 0,
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(
(β1Λ1)(β2I∗ + α)

(β1I∗ + α)(β2I∗ + α)

)
+

(
(β2Λ2)(β1I∗ + α)

(β1I∗ + α)(β2I∗ + α)

)
−

(α+ µ)(β1I∗ + α)(β2I∗ + α)

(β1I∗ + α)(β2I∗ + α)
= 0,

(
(β1Λ1)(β2I

∗ + α)
)

+
(
(β2Λ2)(β1I

∗ + α)
)
−
(
(α+ µ)(β1I

∗ + (α)(β2I
∗ + α)

)
= 0,

−(α+ µ)β1β2I
∗2 + [β1β2Λ1 + β1β2Λ2 − (α+ µ)(α)β1 − (α+ µ)(α)β2]I∗ + [β1Λ1(α) + β2Λ2(α)

−(α+ µ)α2] = 0,

I∗2 −
[
β1β2(Λ1 + Λ2)

(α+ µ)β1β2
−

(α+ µ)(α)β1 − (α+ µ)(α)β2

(α+ µ)β1β2

]
I∗ −

[
β1Λ1(α)

(α+ µ)β1β2
+

β2Λ2(α)

(α+ µ)β1β2

−
(α+ µ)(α2)

(α+ µ)β1β2

]
= 0,

I∗2 −
[

(Λ1 + Λ2)

(α+ µ)
−
α(β1 − β2)

β1β2

]
I∗ −

[
α(β1Λ1 − β2Λ2)

(α+ µ)β1β2
−

α2

β1β2

]
= 0,

dengan menggunakan rumus ABC persamaan di atas, diperoleh

I∗ =
(b− a) +

√
(b− a)2 + 4bc

2
,

dengan

a =

(
β1

2Λ1 + β2
2Λ2

β1β2(α + µ)

)
,

b = α

(
β1Λ1 + β2Λ2

α(α + µ)
− 1

)
,

c =
α

β1β2

.
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