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ABSTRAK

Pada penelitian ini, dengan menggunakan data riil, model SIR dikon-
struksi untuk melihat pengaruh pelaku perjalanan luar negeri dan imigran ter-
hadap dinamika Omicron di Indonesia. Analisis terhadap model dengan meng-
gunakan metode Generation Matriks menghasilkan bilangan reproduksi dasar
Ry =1 x107° dan titik ekuilibrium bebas penyakit £° = (5,1176,0,0). Kemu-
dian dari hasil simulasi diperoleh bahwa virus Omicron tidak menyebar dalam
populasi maka titik ekuilibrium bebas penyakitnya adalah stabil asimtotik lokal.
Hasil penelitian ini dapat menjadi pedoman bagi pemerintah Indonesia dalam

usaha memberantas Omicron.

Kata kunci: Bilangan reproduksi dasar, model SIR, Omicron, simulasi

model, titik ekuilibrium
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ABSTRACT

In this study, using real data, the SIR model is constructed to see
the influence of foreign travelers and immigrants on the dynamics of Omicron
in Indonesia. The analysis of the model used the generation matrix method
to obtain the basic reproduction numbers Ry = 1 x 107% and a disease free
equilibrium point E° = (5.1176,0,0). From the simulation results obtained
that the Omicron virus does not spread in the population, then the disease
free equilibrium point is locally asymptotically stable. The results of this study
can serve as a guide for the Indonesian government in its efforts to eradicate

Omicron.

Keywords: basic reproduction number, SIR model, Omicron, simulation

model, equilibrium point
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Omicron (B.1.1.529) adalah salah satu varian baru dari Severe Acute
Respiratory Coronavirus-2 ( SARS-CoV-2) yang pertama kali muncul di Afrika
Selatan pada November 2021 [11]. Jenis Covid 19 ini lebih mudah menye-
bar bila dibandingkan dengan varian Covid 19 lainnya dan dapat menjadi
ganda tiap 2 hingga 4 hari [I2]. 'Pada 1 Desember 2021, terdapat 352 kasus
Omicron yang muncul di 27 negara dan kemudian pada 26 Desember 2021,
Omicron menyebar pesat ke 87 negara. Selanjutnya pada 1 Januari 2022, lebih
dari 100.000 genome diproduksi oleh lebih 100 negara [I1]. Oleh karena terjadi
peningkatan yang cepat pada virus ini, maka The Technical Advisory Group
on SARS-CoV-2 Virus Evolution (TAG-VE) menyarankan agar World Health
Organization (WHO) menetapkan Omicron sebagai Variant of Concern [25].

Virus Omicron pertama kali menjangkiti 3 orang pekerja wisma atlet
yang tertular dari seorang warga Nigeria di Indonesia pada tanggal 8 Desem-
ber 2021. Setelah itu, para pelaku perjalanan luar negeri dari berbagai negara
seperti Amerika, Kongo dan Malaysia yang kembali ke Indonesia, melengkapi
8 kasus pederita virus itu. Oleh karena itu, pemerintah Indonesia melalui

Mentri Kesehatan mengumumkan secara resmi tentang masuknya Omicron ke



Indonesia pada tanggal 16 Desember 2021 [23]. Dari kronologi masuknya Omi-
cron ke Indonesia ini, maka pemerintah Indonesia perlu memfokuskan perha-
tiannya terhadap para Pelaku Perjalanan Luar Negeri (PPLN) maupun pen-
datang yang masuk ke Indonesia dalam rangka meminimumkan kasus Omicron
tersebut. Untuk itu, sebagai upaya pencegahan penyebaran virus Omicron di
Indonesia, maka perlu sementara waktu dilakukan penutupan akses masyarakat
dari dan ke luar negeri. Kasus Omicron saat,ini kebanyakan berasal dari PPLN
dan imigran.

Para matematikawan telah banyak melakukan penelitian tentang Omi-
cron. Diederik Jan, dkk melakukan, penelitian tentang dampak Omicron dan
langkah-langkah mitigasi terhadap kebutuhan rawat inap dengan menggunakan
model SIR [I§]. Selanjutnya, Andi Wibowo melakukan penelitian tentang kon-
struksi model SIR untuk mengetahui dampak ganda dari Omicron dan bencana
alam terhadap simulasi sistem kesehatan [24]. Berbeda dengan para peneliti
tersebut, dengan menggunakan data riil, tugas akhir ini mengkonstruksi model
matematika SIR dengan pengaruh pelaku perjalanan luar negeri dan imigran
untuk meneliti seberapa besar akibat peningkatan pelaku perjalanan luar negeri
dan imigran terhadap penyebaran dan peningkatan Omicron di Indonesia.
Selain itu, dianalisis kestabilan model untuk mengetahui apakah virus Omicron
menyebar atau menghilang dari populasi. Selanjutnya, simulasi dilakukan un-

tuk melihat perilaku solusi sistem secara numerik menggunakan software MAT-

LAB.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang akan dikaji

pada tugas akhir ini adalah:

1. bagaimana mengkonstruksi model SIR penyebaran Omicron di Indonesia

dengan mempertimbangkan faktor PPLN dan imigrasi,

2. bagaimana analisis kestabilan lokal model SIR penyebaran Omicron di

Indonesia dengan mempertimbangkan faktor PPLN dan imigrasi,

3. bagaimana dinamika model SIR penyebaran Omicron di Indonesia dengan

mempertimbangkan faktor PPLN dan imigrasi.

1.3 Batasan Masalah

Pada tugas akhir ini, kestabilan yang dikaji hanyalah kestabilan lokal.

1.4 Tujuan Penulisan

Berdasarkan permasalahan di atas, maka tujuan dari penulisan tugas

akhir ini adalah:

1. mengkonstruksi model matematika SIR Omicron di Indonesia

dengan faktor PPLN dan imigrasi,

2. mengetahui kondisi bebas penyakit dan kondisi endemik virus

Omicron di Indonesia,

3. mengetahui dinamika penyebaran Omicron di Indonesia.
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1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan tugas akhir terdiri dari tiga bab. Bab I memuat latar
belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan.
Bab II berisi tentang materi dasar dan materi pendukung yang akan digunakan
untuk menyelesaikan permasalahan dalam tugas akhir ini. Pada
Bab III dijelaskan mengenai model SIR virus Omicron dengan pengaruh PPLN
dan imigrasi di Indonesia:~ Hasil-hasil yang diperolehckemudian disimpulkan

pada Bab IV.



BAB II

LANDASAN TEORI

Pada bab ini disajikan teori-teori yang berkaitan dengan topik peneli-
tian yaitu persamaan diferensial, analisis kestabilan lokal titik ekuilibrium,

model penyebaran virus Omicron (SIR) dan bilangan reproduksi dasar.

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari

satu atau beberapa fungsi yang tidak diketahui [3]. Misal diberikan contoh :

% —xy = cos(x) (2.1.1)
%+z(g—i)+y =0 (2.1.2)
Z—Z + 2sin(z) = 0 (2.1.3)
% - 3% =1 (2.1.4)

Pada persamaan (2.1.1)-(2.1.3), y merupakan fungsi yang nilainya ditentukan
. dy d*y

oleh satu peubah bebas z, yaitu y = y(z). Lambang . dan ] pada per-
x x

samaan (2.1.1),(2.1.2),(2.1.3) berturut-turut menyatakan turunan pertama dan
kedua dari fungsi y atau bisa ditulis dengan ' dan y”. Pada persamaan (2.1.4),

y merupakan suatu fungsi dengan dua peubah bebas z dan u yaitu y(z,u),

2 2

sedangkan a—z dan a—‘z berturut-turut menyatakan turunan parsial kedua dari
x U

fungsi y(z,u) terhadap = dan w.



Persamaan diferensial dapat diklasifikasikan berdasarkan banyaknya

peubah bebas, orde, kelinieran, kehomogenan, dan kemandirian.
1. Banyaknya Peubah Bebas [17]

(a) Persamaan Diferensial Biasa (PDB), yaitu persamaan diferensial yang
hanya memuat satu peubah bebas dalam persamaannya. Persamaan

diferensial biasa mempunyai bentuk umum sebagai berikut
F(x7 y’? y”? "'7y(n)) = 07 (2-1-5>

dimana x adalah peubah bebas, y adalah peubah tak bebas, dan

roon (n

vy, ...,y adalah turunan - turunan dari y.

(b) Persamaan Diferensial Parsial (PDP), yaitu persamaan yang memuat
lebih dari satu peubah bebas.

2. Orde [17]

Orde suatu persamaan diferensial adalah turunan tertinggi yang

muncul pada persamaan diferensial tersebut.

3. Kelinieran [4]

Berdasarkan kelinierannya, persamaan diferensial dibedakan

menjadi dua, yaitu :

(a) Persamaan diferensial linier, yaitu jika peubah tak bebas atau tu-
runannya muncul dalam berpangkat satu atau tidak ada perkalian

antara peubah tak bebas dan turunannya.



(b) Persamaan diferensial nonlinier, yaitu jika peubah tak bebas atau tu-
runannya muncul dalam berpangkat selain satu atau terdapat perkalian

antara peubah tak bebas dan turunannya.

4. Kehomogenan [4]

Persamaan diferensial dikatakan homogen jika setiap suku persamaan
diferensial tersebut memuat peubah tak bebas atau turunannya. Seba-
liknya, persamaan'diferensial dikatakan nonhomaogen jika ada suku pada

persamaannya yang tidak memuat peubah tak bebas atau turunannya.

5. Kemandirian (Autonomous)[3]

Berdasarkan kemandirian, persamaan diferensial dibedakan menjadi

dua, yaitu:

(a) Dikatakan mandiri (autonomous) jika semua koefisien yang me-

nyertai peubah tak bebas atau turunannya bernilai konstan.

(b) Dikatakan tak-mandiri (nonautonomous) jika ada koefisien yang me-

nyertai peubah tak bebas atau turunannya tidak bernilai konstan.

Berikut ini beberapa contoh persamaan diferensial berdasarkan klasifikasinya:

d
L. d—y + 2zy = sin(x) adalah persamaan diferensial biasa orde 1, linier,
x

nonhomogen, dan tak-mandiri.

0w x> . . :
2. el +t M + x = 0 adalah persamaan diferensial parsial orde 2,
U

nonlinier, homogen dan tak-mandiri.



d? d
3. d—:z + d—y + y = 0 adalah persamaan diferensial biasa orde 2, linier,
x x

homogen, dan mandiri.

2.2 Model Dasar Penyebaran Penyakit

2.2.1 Istilah dalam Epidemiologi

Epidemiologi berasal dari bahasa Yunani yang terdiri dari 3 kata dasar
yaitu epi yang berarti, pada, atau tentang, demos yang berarti penduduk dan
logos yang berarti ilmu pengetahuan. Dalam pengertian modern, epidemiologi
adalah ilmu yang mempelajari tentang frekuensi dan distribusi (penyebaran)
masalah kesehatan pada sekelompok masyarakat serta faktor-faktor yang mem-
pengaruhinya. Dalam epidemiologi, ada tiga faktor yang dapat menerangkan
penyebaran penyakit atau masalah kesehatan yaitu orang, tempat dan waktu
yang sering dianalisis. Berikut ini beberapa istilah penting dalam epidemiologi

[2]:
1. Wabah

Kondisi terjadinya suatu penyakit pada musim tertentu dalam suatu
populasi, dimana jumlah individu yang terjangkit lebih banyak daripada

biasanya.

2. Endemi

Kondisi wabah penyakit yang muncul pada satu daerah. Penyakit
ini akan selalu ada di daerah tersebut, namun dengan jumlah kasus yang
rendah. Contohnya Demam Berdarah Dengue (DBD).
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3. Epidemi

Kondisi ini hampir sama dengan wabah tetapi waktu penyebaran
penyakitnya terjadi sangat cepat. Contohnya SARS (2002-2003), flu bu-

rung (H5N1) pada tahun 2012 dan virus Ebola di Kongo.

4. Pandemi

Kondisi wabah penyakit dimana penyebarannya dalam ruang lingkup
yang sangat luas, bahkan hampir di seluruh negara. Contohnya Covid-19

dan HIV/AIDS.

2.2.2 Model SIR (Susceptible, Infected, Recovered)

Model dasar matematika tentang penyebaran penyakit pertama kali
diperkenalkan oleh matematikawan bernama Kermack dan McKendrick pada
tahun 1927. Model dasar ini dikenal sebagai model SIR yang berlaku untuk
epidemi dengan durasi yang relatif singkat (dibandingkan dengan durasi kehidu-
pan), yaitu . wabah penyakit. |yang. . tiba-tiba menginfeksi (dan
berkemungkinan membunuh) sebagian besar dari populasi sebelum menghilang
pada suatu wilayah [I].

Model dasar SIR untuk penyebaran penyakit terbagi menjadi tiga
kelompok (kompartemen), yaitu kelas rentan, (Susceptible), kelas terinfeksi (In-
fected), dan kelas sembuh/ pulih (Recovered). Model ini dibangun berdasarkan
beberapa asumsi, yaitu sistem tertutup (tidak ada kelahiran, kematian, dan
migrasi), populasi homogen, dan penyebaran penyakit terjadi karena adanya

kontak antara individu rentan dan individu yang terinfeksi [I]. Diagram kom-



partemen model dasar SIR dapat dilihat pada Gambar 2.2.1.

. ) ' 61 @

Gambar 2.2.1: Diagram Kompartemen Model dasar SIR [I]

Secara matematika, perubahan jumlah populasi rentan, infeksi dan

pulih dapat diungkapkan dalam model berikut,

ds

— = —bSI

dt -

K _ psr- el (2.2.1)
dt

dR

X

a

dimana
S : jumlah individu kelas rentan (susceptible) pada waktu ¢,
I : jumlah individu kelas terinfeksi (infected) pada waktu t,
R : jumlah individu kelas pulih (recovered) pada waktu t,

b : tingkat penularan penyakit,

e : tingkat kesembuhan penyakit.

Total populasi dapat dinyatakan dengan
N=S+I1+R (2.2.2)

yang bernilai konstan karena

dN dS dI dR

E_E—i_%—i_ﬁ_ (223)

Pada model (2.2.1)), kelompok individu rentan berkontak langsung

dengan kelompok individu terinfeksi dengan laju sebesar b. Terjadinya inter-
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aksi antara kelompok individu S dan [ tersebut mengakibatkan laju populasi S
berkurang sebesar bS1, dan laju populasi terinfeksi menjadi bertambah sebesar
bSI. Laju populasi terinfeksi menjadi berkurang karena individu yang terin-
feksi akan pulih dari penyakit sebesar el. Laju populasi pulih akan bertambah

sebesar el karena adanya perpindahan individu terinfeksi menjadi pulih [1J.

2.3 Analisis Kestabilan Lokal Model SIR

Perhatikan sistem persamaan diferensial nonlinier berikut,
x = f(x). (2.3.1)

Pada bagian ini akan dianalisis bagaimana perilaku solusi dari sistem pada
(2.3.1). Dalam menganalisis kestabilan dari sistem nonlinier , perlu di-
ketahui perilaku sistem di sekitar titik ekuilibrium [13].

Terdapat dua jenis titik ekuilibrium yang menggambarkan keadaan
dari suatu sistem, yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit (disease free equi-
librium) dan titik ekuilibrium ‘endemik (endemic equilibrium). Titik ekuilib-
rium bebas penyakit menyatakan kondisi populasi yang bebas dari penyakit,
sedangkan titik ekuilibrium endemik menyatakan bahwa terdapat individu ter-

infeksi dalam suatu populasi [20].

Definisi 2.1. [1]|] Titik ekuilibrium (titik kesetimbangan, titik tetap, atau titik

stasioner) adalah titik yang memenuhi persamaan x = f(x) = 0.

Kestabilan titik ekuilibrium dijelaskan pada Definisi[2.2]dan[2.3|berikut.
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Definisi 2.2. [1j|] Titik ekuilibrium x* dari sistem dikatakan stabil
Jika untuk setiap € > 0 ada 6 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap t > to,
|x(to) —x*|| < § berlaku ||x(t) —x*|| < €, dimana x(t) adalah solusi dari sistem

2.5.1]).

Definisi 2.3. [1)] Titik ekuilibrium x* dari sistem dikatakan stabil asim-

totik jika titik ekuilibrium x* stabil dan terdapat 6; > 0 sedemikian sehingga

tlim | x(t) — x*||= 0 asalkan || x(ty) ='x" ||< dy.

Berdasarkan definisi, titik ekuilibrium dikatakan stabil lokal jika un-
tuk suatu nilai awal yang dekat dengan titik ekuilibrium, maka solusi dari
x = f(x) akan tetap dekat terhadap titik ekuilibrium tersebut. Titik ekuilibrium
dikatakan stabil asimtotik lokal jika untuk suatu nilai awal yang dekat dengan
titik ekuilibrium, maka solusi akan konvergen ke titik ekuilibrium. Gambar

mengilustrasikan kurva solusi yang stabil lokal dan stabil asimtotik lokal.

(a) (b)

Gambar 2.3.2: (a) Stabil, (b) Stabil Asimtotik

Pada persamaan ([2.3.1) yang merupakan sistem nonlinier, kestabilan

titik ekuilibrium x* dapat diperiksa dengan melinierkan sistem nonlinier di se-
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kitar titik ekuilibrium x* menggunakan ekspansi Deret Taylor. Perhatikan per-

samaan nonlinier (2.3.1)) di R?, yaitu

€T, = fl (X>7
(2.3.2)

Ty = fao(x).

Misalkan fungsi f;(x),7 = 1,2 mempunyai turunan yang kontinu di sekitar titik
ekuilibrium x* = (u,v). Sistem f(x) akan diekspansi menggunakan Deret Taylor

dari f;(z,y),7 = 1,2 menjadi

fi(x) = fi(x") + (x1 — u)%(x*) + (22 — v)af;( *) + suku orde tinggi,
fa(x) = fo(x*) + (x1 — u)g—ﬁ(x*) + (22 — U)OZ( *) + suku orde tinggi.

Perhatikan bahwa nilai suku orde tinggi mendekati nol ketika |z — u|| dan
||xa — v|| mendekati nol, sehingga nilainya dapat diabaikan. Karena x* meru-
pakan titik ekuilibrium dari persamaan , maka f;(x*) =0, untuk i = 1,2.

Misalkan y; = x1 — u dan ys = ¥ — v, maka sistem (2.3.2) dapat ditulis menjadi

A, o m—
= () g (),
8f1 an (2.3.3)
=5 1) J, W x
y i a ( ) +y 281‘2( )
Sistem ([2.3.3) dapat dituliskan dalam notasi matriks yaitu
: Oft .« Of1, .
n _ axl (X ) 833'2 (X ) U1
: Of1, o Of1, . ’
Y2 8_961(X ) 975 (x¥) Y2
atau dapat ditulis sebagai
y =Jey y € R (2.3.4)

Sistem ([2.3.4)) disebut pelinieran sistem nonlinier (2.3.2)) di sekitar titik
ekuilibrium x* = (u,v) dengan matriks Jy- disebut sebagai matriks Jacobian
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dari f pada titik ekuilibrium x* [14]. Secara umum matriks Jacobian di R"

berlaku
[0fi Oh  Of]
O0r, Oxy ox,
J = O0r, Oxy o,
0f, Oh . Oh
LOx,  Oxa oz, -

Perhatikan kembali sistem-(2.3.4)) yang merupakan sistem linier. Solusi dari

sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk
y = we, (2.3.5)

dimana A merupakan suatu skalar dan w suatu vektor tak nol. Dengan

mensubstitusikan y ke dalam sistem ({2.3.4]), diperoleh
(J = \)w = 0, (2.3.6)

dimana A\ adalah nilai eigen dari matriks J dan w adalah vektor eigen yang
bersesuaian dengan nilai eigent'A\l Persamaan' (2.3.6]) memiliki solusi tak nol,

sehingga diperoleh persamaan karakteristik
det(J — AI) = 0. (2.3.7)

Persamaan disebut persamaan karakteristik dari matriks J
[14]. Perilaku solusi y = we* hanya bergantung pada nilai eigen A, sehingga
kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium ditentukan oleh nilai-nilai
eigen dari matriks Jacobiannya, sebagaimana diberikan oleh teorema kestabilan

berikut.
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Teorema 2.4. [13] Pandang sistem , dimana J merupakan matriks Ja-

cobian berukuran n X n

(i) Jika semua nilai eigen dari matriks J mempunyai bagian riil negatif, maka

titik ekuilibrium x* stabil asimtotik,

(i1) Jika ada nilai eigen dari matriks J mempunyai bagian riil positif, maka

x* tidak stabil.

2.3.1 Kestabilan Polinomial

Kestabilan polinomial digunakan untuk menentukan kestabilan sistem
dengan cara memperhatikan koefisien dari persamaan karakteristik tanpa perlu

menghitung akar-akarnya.

Proposisi 2.5. [9] Misalkan A, B dan C' adalah bilangan riil. Bagian riil dari

tiap akar polinomial kubik
P+ AP +Bz+C=0
adalah negatif jika dan hanya jika A, B dan C' semua positif dan AB > C

Berdasarkan Teorema [2.4, suatu polinomial dengan bentuk yang di
nyatakan pada Proposisi[2.5|dan akar-akarnya merupakan nilai eigen akan stabil

jika bagian riil dari akarnya negatif dan sebaliknya tak stabil.

2.3.2 Bilangan Reproduksi Dasar (R))

Bilangan reproduksi dasar (Ry) merupakan bilangan yang menyatakan
rata-rata banyak individu terinfeksi akibat tertular satu individu terinfeksi [§].
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Kondisi penyebaran atau peningkatan penyakit berdasarkan nilai Ry adalah

sebagai berikut [I§]:
1. jika Ry < 1 maka penyakit tidak menyebar dan pada akhirnya menghilang,
2. jika Ry > 1 maka penyakit akan menyebar dan menjadi epidemi,

3. jika Ry = 1 maka penyakit akan tetap ada di masyarakat tapi tidak menye-

babkan epidemi.

Bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dengan menggunakan metode
Next Generation Matriz yang pertama kali diperkenalkan oleh Diekmann dkk
pada tahun 1990 [3]. Next Generation Matriz dikonstruksi dengan menggu-
nakan persamaan kompartemen individu terinfeksi ataupun terpapar. Selan-
jutnya, dari matriks tersebut diperoleh nilai eigen terbesar yang merupakan
bilangan reproduksi dasar. Langkah-langkah dalam menentukan bilangan re-

produksi dasar yaitu [§]:
1. konstruksi matriks Jacobian J dari subsistem terinfeksi dengan
= U, (2.3.8)

dimana 7" merupakan matriks transmisi dan > merupakan matriks tran-
sisi. Matriks transmisi 7" yaitu matriks dengan entri-entri yang menggam-
barkan munculnya infeksi baru dan matriks transisi > merupakan matriks
dengan entri-entri yang menggambarkan perubahan dari keadaan terin-
feksi ke keadaan pulih, termasuk kematian. Subsistem terinfeksi dapat

ditulis

% = [T + Sx, (2.3.9)
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dengan x merupakan laju terinfeksi, [T+ 3] merupakan matriks Jacobian

J dan x merupakan matriks transpose dari subsistem terinfeksi.

2. konstruksi Next Generation Matriz yaitu K = —TY ™' untuk memperoleh

nilai eigen terbesar yang merupakan bilangan reproduksi dasar.

Teorema tentang hubungan bilangan reproduksi dasar dengan kestabilan titik

ekuilibrium dinyatakan dalam Teorema [2.6] dan [2.7] berikut

Teorema 2.6. [19] Jika Ry < 1, maka titik ekuilibrium bebas penyakit E°

adalah stabil asimtotik lokal dan tidak stabil jika Rg > 1.

Teorema 2.7. [19] Jika Ry > 1, maka titik ekuilibrium endemik E* stabil

asimtotik lokal dan tidak stabil jika Ry < 1.
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BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini, model SIR virus Omicron dikonstruksi dengan mem-
pertimbangkan pengaruh Pelaku Perjalanan Luar Negeri (PPLN) dan imigran
yang masuk ke Indonesia. Perilaku model di sekitar titik ekuilibrium dianali-
sis berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobian. Selanjutnya, solusi numerik

disimulasikan menggunakan software MATLAB.

3.1 Model SIR Virus QOmicron dengan Pengaruh PPLN

dan Imigrasi

Model SIR menggambarkan penyakit menular berdasarkan tiga kelom-
pok populasi, yaitu susceptible atau rentan, infected atau terinfeksi, dan

recovered atau pulih. Model dikonstruksi berdasarkan asumsi sebagai berikut:
1. Jumlah populasi tidak konstan dan terjadi proses migrasi,
2. Adanya kematian akibat virus Omicron,

3. Individu yang pulih akan kebal terhadap virus Omicron. Dengan kata lain

individu yang pulih tidak masuk ke kelompok rentan kembali,

4. Kelompok individu rentan yang melakukan kontak langsung dengan kelom-
pok individu terinfeksi akan masuk ke dalam kelompok populasi yang
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terinfeksi,

5. Setiap PPLN dan imigran yang masuk ke populasi /N, langsung masuk ke

dalam populasi rentan.

Gambar 3.1.1 berikut menunjukkan bahwa diagram kompartemen model

SIR yang memuat parameter pengaruh PPLN dan imigrasi.

Gambar 3.1.1: Diagram Kompartemen Model SIR dengan PPLN dan Imigrasi

Model SIR yang memuat pengaruh PPLN dan imigrasi dapat di-

nyatakan ke dalam sistem persamaan diferensial biasa berikut :

ds

— = — —bS1

i B+a—85—0bSI,

I

fl_t ST — (4 + e, (3.1.1)
dR

% = 6.[—5R,

dengan parameter 3,a,c,b,d, e, u adalah konstanta positif, sedangkan variabel
S, I dan R berturut-turut menyatakan jumlah individu rentan, terinfeksi dan

pulih. Keterangan setiap parameter dapat dilihat pada Tabel 3.1.1 berikut ini.
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Tabel 3.1.1 : Deskripsi Parameter pada Model SIR

Parameter | Deskripsi
6] Laju kelahiran
a Laju imigran dan PPLN
b Laju penularan Omicron
) Laju kematian alami
e Laju kesembuhan) Omicron
W Laju kematian akibat Omicron

dN [ dS | dl  dR

i Sl
=B+a—089—06I—06R— ul,

Pada sistem (|3.1.1

=p+a—0N — ul.

dN
Karena s # 0, akibatnya populasi N(t) tidak konstan.

3.2 Analisis Kestabilan Lokal Sistem

Pada subbabini} kestabilan lokal dari sistem' (3.1.1)) dianalisis dengan
terlebih dahulu menentukan titik ekuilibrium, kemudian sistem dilinierisasikan
menggunakan matriks Jacobian. Kestabilan lokal titik ekuilibrium ditentukan

dari nilai eigen matriks Jacobiannya.

1. Titik Ekuilibrium

Dari sistem ({3.1.1)), analisis kestabilan lokal dilakukan untuk menen-
tukan solusi model berupa titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik
ekuilibrium endemik penyakit. Berdasarkan Definisi [2.1] tiap persamaan
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pada sistem (|3.1.1)) menjadi

I d
s Od OR

=0, =0, =0. (3.2.1)

Persamaan (3.2.1)) berturut-turut dapat dinyatakan kembali dengan

B+a—38S—bSI = 0, (3.2.2)
bSI — (0 +pu+e)l = 0, (3.2.3)
&EAMNEH =, O (3.2.4)

(a) Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit (free disease equilibrium)

Titik ekuilibrium bebas penyakit menyatakan kondisi dimana
tidak ada paparan dan kasus infeksi yang terjadi dalam populasi

(I = 0). Dengan mensubstitusi I = 0 ke persamaan (3.2.2)) diperoleh

B+a—65=bS0) = 0,

s — s = 0,

B4+a = 05,
N P s,
S 5 =2l

Dengan cara yang sama pada persamaan (3.2.4)) diperoleh

e(0)—dR = 0,
0 = R,
R = 0=R"

Oleh karena itu, diperoleh titik equilibrium bebas penyakit

B0 = (S, I° R%) — (?,0,0) . (3.2.5)
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(b) Titik Ekuilibrium Endemik (endemic equilibrium)
Titik ekuilibrium endemik menyatakan kondisi dimana terda-
pat individu yang terinfeksi dalam populasi, (I # 0). Untuk menen-
tukan titik ekuilibrium endemik, misalkan S = S*, I = I, R = R".

Dari persamaan dapat ditulis :
(bS—(0+pn+e)l = 0,
o B G TS R
() I ufE))
(04 p+e)

Selanjutnya substitusikan persamaan S* ke persamaan ((3.2.2))

B4 a— (@Y 01)SH=N0,

Bta = (5+bl)w,
B+a)h
S ate = @+,
(B+a)p—0(0+p+e) o -
i+~ /L85 ;
I (Bha)p=8(0+pte) .
b(d + 11+ e) '

Dari persamaan (3.2.4)), persamaan R* diperoleh sebagai berikut

el = OR,
el*

R = = R".
)

Diperoleh titik ekuilibrium endemik E* yaitu

E* = (8", I",R"),

((6+u+e) (B+a)b—0(0+pu+e) el

E* —].(3.2.
b ’ b(6+p+e) ’5) (3:2.6)
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2. Bilangan Reproduksi Dasar (Ry)

Bilangan reproduksi dasar (Rp) untuk sistem (3.1.1) ditentukan
dengan menggunakan metode Next Generation Matriz pada persamaan

kompartemen terinfeksi berikut

% =b0SI — (6 +p+e)l. (3.2.7)

Misalkan x = [I]" menyatakan matriks transpose dari persamaan kom-
partemen yang terlibat dalam penyebaran penyakit. Berdasarkan ([2.3.9)),

persamaan dapat ditulis ke dalam bentuk

x=[bS — (04 p+e)x. (3.2.8)
Dari persamaan , diperoleh matriks Jacobian J yaitu

J = [bSERO= e (3.2.9)
Berdasarkan persamaan diperoleh

= fufomeei]

Selanjutnya, untuk titik ekuilibrium bebas penyakit E° = (SO,I O,RO)

pada persamaan (3.2.7)), maka matriks Jacobian J dapat ditulis sebagai

Jgo = [bso} + [—(5+u+e)} ;

- [ [l

1

Karena ¥ = [—(0 4+ p +¢)] maka X! = [_—
w+o+e

} , sehingga diper-
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oleh Next Generation Matriz K :

K = -Tv7,

_ [b(BJra)} [_ 1 }
3 O+pte)]’
_ { b(B+ a) ]
50+ p+e)
Karena Next Generation Matriz K merupakan matriks berukuran 1 x 1

maka bilangan reproduksi. dasar ‘dapat dipéroleh. langsung dari elemen

matriks tersebut yaitu

b(B+ a)

[ ey
T 60+ p+e)

(3.2.10)

. Kestabilan Titik Ekuilibrium

Model (3.1.1) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinier.
Oleh karena itu sistem tersebut dapat dilinierisasikan dengan menggu-
nakan matriks Jacobian. Berdasarkan persamaan (2.3.5) matriks Jaco-

bian dari sistem (3.1.1]) adalah

—5 — bl —bS 0
J = bl bS—(5+u+e) 0
0 e —0

Berdasarkan Teorema [2.4] kestabilan lokal sistem pada titik ekuilib-
rium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit, ditentukan
dengan  menggunakan nilai eigen dari matriks  Jacobian.

Untuk titik ekuilibrium bebas penyakit E° maka matriks Jacobiannya
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adalah,

Jpo = Jasa o
50 —b(ﬂ;“) o |
= b(0) b(ﬁ;a>—(5+u+e) 0 |
0 e 5
o> _b(ﬂ;a) "
= 0 b(ﬁg““)—(ﬂuw) 0
0 e 5

Nilai eigen matriks Jacobian di titik ekuilibrium bebas penyakit diperoleh

dengan menggunakan persamaan karakteristik berikut,

det(JEO — )\I) = 0,

_d —b(ﬁ(j@ —— g
det 0 bw;a)—(5+u+e) 0\ o — A0 9> 0 =0,
0 e = 00 1
s —bw;“) o | [x00
det 0 W—(éjﬂi—l—e) 0O |—[0 XO =0,
0 e —0 0 0 X
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L5 _b(ﬂgra) 0
0 b(ﬁ(;_a)—(é%—pﬁ—e)—)\ 0 =0,
0 e —0—A
(—6—/\)(w—(5+u+e)—)\)(—5—)\):O.

Oleh karena itu, nilai eigen dari matriks Jacobian Jgo adalah sebagai

berikut
)\1 S —5,
b
ho £ @—(Hme),
A3 = —0.

Berdasarkan Teorema , titik ekuilibrium E° dikatakan stabil asim-
totik lokal jika A\; < 0 dengan ¢ = 1,2, 3,...,n. Dapat dilihat bahwa nilai
eigen \; < 0 dan A3 < 0. Untuk memenuhi kriteria kestabilan (i) pada

teorema tersebut, maka mestilah Ay < 0. Oleh karena itu,

b
@—(54—#—1—6) < 0,
b
(5;a> < (04+p+e),
b(B+ a) ]
50+ pn+e) '
Berdasarkan persamaan ([3.2.10]), maka
Ry < 1.

Untuk memenuhi kriteria kestabilan (i) pada Teorema 2.4, maka Ay > 0.
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Oleh karena itu,

b(ﬁTJra)—((Hque) > 0,
w > (0+p+e),
b(B + a) 1
6(0 +p+e) ’
Ry > 1. (3.2.11)

Berdasarkan Teorema 2.4 dan Teoremaf2:6ldapat disimpulkan bahwa, titik
ekuilibrium bebas penyakit E° stabil asimtotik lokal jika Ry < 1 dan tidak

stabil jika Ry > 1.

Selanjutnya, akan dianalisis kestabilan lokal titik ekuilibrium en-

demik E*. Matriks Jacobian pada titik ekuilibrium endemik E* adalah

Jpr = Jise 1R,
—0.— bI* —bS* 0
= bI* RO (ol - o) 0
0 e —0

Sebagaimana langkah sebelumnya, nilai eigen dari matriks Jacobian
di titik ekuilibirum endemik diperoleh dengan menggunakan persamaan

karakteristik, yaitu

det(Jp- — AI) = 0,

27



-0 —bl" —bS” 0 1 00

det bI*  bS*—(6+p+e) O | A0 1 0 =
0 e —0 00 1
—§ — bI* —bS* 0 A0 0
det bI* bS* — (6 +pu+e) O —10 X O =
0 e —0 0 a4 P
—0—bl" — )\ —bS* 0
bI* bS* —(6+pu+e)— A 0 =
0 e —0— A\

Misalkan A = —6 — bI*, B=0S" — (0 + £+ ¢) dan C = —4, maka

g et W L 0

PE—E S T A Q = )i
0 e CE=)

A— )X —bS*

bI* B — )\

(C—M[m—mgﬁmywﬁewﬂ}==a

(C—M[A%M—A—BM+AB+Hﬁy] = 0,
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Pada ruas kiri, dengan mengalikan (C' — \) ke persamaan

[\ + (—A — B)A+ AB + b*I*5*] diperoleh

— N —(A+B+C)N° + (C(A+ B) + AB + b*I*S*)\

—~ABC — CV*I*S*] = 0,
atau

2 (=A== B G (CABY AAB + BAT5*) A

“_ABC A0 — 0.

Kemudian persamaan karakteristik dari matriks Jg« adalah,

MEXN+YA+Z=0 (3.2.12)

dimana

X = —ARNTEe

= —(—0gbty) 0o O c)) N(£0)
= oo (VIR S e g [ Y

b(6+p+e) b
_ 25+((6+a3§+2(f_—2)u+6))—((5+,u—|—e)+(5—|—u+e),
_ (2(5((5+u+e)+(5+a)b—(5((5+u+e)>
(0+p+e) ’
_ ((5(5+u+e)+(ﬁ+a)b)
(0+p+e) ’
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dan

Y = (A+B)C+ AB+b*S*I*,
= (67 +6bI* — 6bS* +0(6 + p+e))
+(=6 = bI")(bS* — (6 + p+e)) + V2SI,

:5%PW5+®_y®+“+@

+b0(B4+a) =00+ p+e),

(0+pn+e)
_ b(B+a)+ (B+a)(d+p+e)b—0(0+u+e)?
(0 ttste) ’
serta
Z = —ABOESCIRES

SRy e
1 M—&—Mﬂ(ﬁii#i9~%6+u+@)+6#FS%

= 0(b(B+a)—0(0+u+e)).

Jadi, berdasarkan Proposisi [2.5] maka kestabilan lokal di sekitar titik
ekuilibrium endemik E* dapat ditentukan dari persamaan karakteristik
matriks Jacobian Jg«. Berdasarkan proposisi tersebut, titik ekuilibrium

endemik E* juga stabil jika :

(00 +pte)+ (B+a)
= () e
_ b(B+a)+ (B+a)d+pu+e)b—03(0+p+e)?

(i) ¥ (0+p+e)

> 0,
(ili). Z=00b(B+a)—06(0+p+e)) >0,

(iv). XY — Z >0,
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dan tidak stabil jika sebaliknya. Pada (iii), jika Z > 0, maka

S(b(B+a)—86(0+pu+e) > 0,

b(B+a) > 0(0+p+e),

b3 + a)
S0+ pu+e)

Ry > 1.

Berdasarkan Teorema titik -ekudlibrium endemik E* stabil asimtotik

lokal jika Ry > 1 dan tidak stabil jika Z < 0 yang mengakibatkan Ry < 1.

3.3 Simulasi Numerik

Pada subbab ini, model SIR dengan pengaruh PPLN dan imigrasi
disimulasikan pada data kasus virus Omicron di Indonesia. Nilai parameter

dan variabel ditetapkan sebagai berikut:

1. Nilai Variabel

Berdasarkan data Kependudukan Semester II tahun 2021, Direk-
torat Jenderal Kependudukan dan Pencatatan Sipil Kementerian Dalam
Negeri mencatat jumlah penduduk Indonesia pada tahun 2021 mencapai
273.879.750 jiwa, sehingga N = 273.879.750. Jumlah kasus Omicron di
Indonesia berdasarkan Databoks dari 1 Januari 2022 hingga 31 Maret
2022 sebanyak 9.466 kasus [5], maka I = 9.466. Jumlah individu pulih
dari Omicron diasumsikan setengah yang terinfeksi semuanya sudah pulih,
sehingga diperoleh R = 4.000 jiwa. Jumlah individu rentan dapat diper-
oleh dengan N — I — R =S = 273.866.284 jiwa.
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2. Laju Kelahiran (53)

Laju kelahiran di Indonesia tahun 2021 sebesar 8 = 17,3x 103 /tahun
atau 17,3 per 1000 penduduk/tahun. Karena data simulasi dikonversi ke

dalam satuan hari, maka

10,0173

b 365

~ 0,000047 /hari.

3. Laju Kematian Alami (4)

Laju kematian di Indonesia tahun 2021 menurut Macrotrends Data
sebesar § = 6,25 x 10~? /tahun atau 6,25 per 1000 penduduk [I5]. Laju

kematian perhari menjadi

~0,00625
-~ 1365

~ 0,000017 /hari.

4. Laju Imigran dan PPLN (a)

Pada awal tahun 2022, Direktur Kemenkumham RI mencatat
imigran yang melintas masuk Indonesia pada tanggal 1 sampai 15
Januari 2022 mencapai 39.269 orang, dan menurut juru bicara Satuan
Tugas Covid-19 pelaku perjalanan luar negeri yang masuk ke Indone-
sia pada 1 sampai 15 Januari 2022 mencapai 123.313 orang, sehingga
a = 39.269 + 123.313 = 162.582 [21]. Laju imigran dan PPLN yang

masuk ke Indonesia dalam satuan hari adalah

Jumlah imigran dan PPLN

jumlah populasi rentan x 15 hari’

162.582
= ~4x107° .
273.866.280 x 15~ 1 x 107/hari
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5. Laju Penularan Omicron (b)

Laju penularan virus Omicron dapat ditentukan dengan rasio jumlah
kasus yang terinfeksi dengan jumlah individu yang rentan dalam rentang

waktu 90 hari. Laju penularan selama periode waktu tersebut adalah

jumlah kasus 31 Maret 2022 — jumlah kasus 1 Januari 2022
jumlah kasus 1 Januar: 2022 x jumlah rentan x 90

)

0.466 = 258
- ~1.4x 107/ hari.
958 < 273.866.284 x 90 ;e

6. Laju Kesembuhan Omicron (e)

Data laju kesembuhan virus Omicron di Indonesia masih sangat
minim dan sulit ditemukan.. Oleh karena itu pada penelitian ini, penulis
mengasumsikan laju kesembuhan virus Omicron sama dengan laju kesem-

buhan virus Covid-19 yaitu sebesar e = 0,0006667 /hari [20].

7. Laju Kematian Omicron ()

Banyaknya kematian yang disebabkan oleh virus Omicron adalah 3
orang dalam rentang waktu 3 bulan, sehingga laju kematiannya diperoleh
dari perbandingan antara banyak kasus kematian/hari dengan banyak

kasus terinfeksi, yaitu

3

% A37x10°S.
9.008 x 90 = 57> 10

L

Nilai-nilai parameter serta nilai awal variabel dinyatakan kembali dalam

Tabel 3.3.1 dan Tabel 3.3.2.
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Tabel 3.3.1 Nilai Parameter

Parameter Nilai Parameter Nilai
15} 0,000047 /hari 1 0,0000037 /hari
b 1,4 x 107 /hari ) 0,000017/hari
a 0,00004 /hari e 0,0006667 /hari
Tabel 3.3.2 Nilai Awal Variabel
Variabel Nilai Variabel | Nilai
N 273.879.750 1(0) 9.466
S(0) 273.866.284 R(0) 4.000

3.3.1

grasi

Simulasi Model SIR dengan Faktor PPLN dan Imi-

Pada subbab 3.3.1, telah diperoleh nilai masing-masing parameter

dan variabel. Selanjutnya, substitusikan nilai-nilai tersebut ke sistem (3.1.1)),

sehingga model SIR virus Omicron dengan pengaruh PPLN dan imigrasi di

Indonesia menjadi

ds
dt
dI
dt
dR
dt

0,87 x 1071 =17 x 10755 — 1,4 x 1071°817,

1,4 x 107187 — 0.00068741,

0,00066671 — 17 x 107 °R,
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dengan nilai awal S(0) = 273.866.284, I(0) = 9.466 dan R(0) = 4.000.

Bilangan reproduksi dasar ditentukan dengan mensubstitusikan parameter ke

persamaan (|3.2.10]) diperoleh

b(B+ a)
(0 +pu+e)
1,4 x 1071°(0, 000047 + 0,00004)
0,000017(0,000017 4 0,0000037 + 0,0006667)’

Ry

= 1x1075.

Nilai Ry < 1. Ini berarti bahwa virus Omicron tidak menyebar pada popu-

lasi. Selanjutnya akan ditentukan titik ekuilibrium bebas penyakit dari sistem

B31). yaitu

S0 = =5,1176
5 b b

I° B0,

R = 0,

sehingga diperoleh E® = (5,1176;0;0). Selanjutnya ditentukan nilai eigen dari

matriks Jacobian Jgo yaitu

A =" =—0="-0,000017,
A3 = —d6=—0,000017,
b(B +
N = Q—(éﬂwe),
1,4 x 107%(0, 000047 4 0,00004)
= - ’ ’ — (0,000017 + 0,0000037 + 0, 0006667
0,000017 (0, 0 0 )
= —1.16 x 1078,

Pada titik ekuilibrium bebas penyakit E° = (5,1176;0;0), semua nilai
eigen bernilai negatif. Oleh karena itu, titik ekuilibrium bebas penyakit E°
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stabil asimtotik.

Simulasi untuk kelompok rentan, terinfeksi dan pulih ditunjukkan
pada gambar berikut. Gambar 3.3.2 menunjukkan bahwa populasi S menu-
run dan jumlah individu yang rentan tersebut menuju titik ekuilibrium bebas
penyakitnya. Populasi I akan mengalami peningkatan seiring dengan populasi

R yang juga lama-kelamaan akan mengalami peningkatan.

x 10
3 T T T T T T T T T
m— Susceptible
m— | fected
25¢F m— Rocovered M

PopulasiS I R

1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Waktu (Hari)

Gambar 3:3:2: Grafik Solusi Model (3.3-1

Grafik solusi Gambar [3.3.2] memperlihatkan bahwa titik ekuilibrium bebas
penyakit dari sistem (3.3.1)), E° = (5,1176;0;0), stabil asimtotik lokal den-
gan bilangan reproduksi dasarnya adalah Ry = (1 x 107%) < 1 yang berarti

bahwa virus Omicron belum menyebar dalam populasi.
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BAB IV

KESIMPULAN

Model STR penyebaran virus Omicron di Indonesia dengan pengaruh

PPLN dan Imigrasi yang dihasilkan adalah

as

% = B—l—a—(SS—bSI,
dl

dR

2= ANEeT —

" el — R,

dengan (, a, d, b, e, i berturut-turut adalah laju kelahiran, laju PPLN dan imi-
gran, laju kematian alami, laju penularan Omicron, laju kesembuhan Omicron
dan laju kematian Omicron sedangkan S, I, dan R berturut-turut adalah jumlah
individu rentan, terinfeksi dan pulih.

Dari hasil pengolahan'data diperoleh Ry = (1% 107°%) < 1 dengan titik
ekuilibrium bebas penyakit E° = (5,1176;0;0). Oleh karena itu secara mate
matik dapat disimpulkan bahwa virus Omicron tidak menyebar dalam populasi.
Kemudian berdasarkan analisis model, disimpulkan bahwa jika Ry < 1, maka
titik ekuilibrium bebas penyakit E° untuk model SIR adalah stabil
asimtotik lokal dan tidak stabil jika Ry > 1. Selain itu jika Ry > 1, maka titik

ekuilibrium endemik E* stabil asimtotik lokal dan tidak stabil jika Ry < 1.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Bahasa Program MATHLAB untuk Gambar
function dy = omicron(t0,y,b,d,be,a,e,mu)

dy = zeros(3,1); dy(1) = (be+a) - d*y(1) - b*y(1)*y(2);

dy(2) = b*y(1)*y(2)-(e+d+mu)*y(2);

dy(3) = e*y(2) - d*y(3);

end

clear close clc

be = 0.000047; d = 0.000017; b = 1.4 % 10" 10; e = 0.0006667; a=0.00004;
mu=0.0000037;

t0 = [0:0.1:5000];

y0(1) = 273866976;

y0(2) = 9466;

y0(3) = 4000;

options = odeset(’RelTol’,1e-4,/AbsTol’;[1e-4 le-4 1e-5]); [T,Y] =
ode45(Q(t,y)omicron(t,y,b,d,be,a,e;mu),t0,y0,0ptions);
plot(T,Y(:,1),T,Y(:,2),T,Y(:,3),’LineWidth’,3);

legend (’Susceptible’,’ Infected’,’Recovered’); title("Model SIR ’); xlabel(’Waktu

(Bulan)’),ylabel("Kasus’);
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